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Convergencia Puntual

Definición 1.1

Sea un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Diremos que la sucesión de VA
(que son funciones) Xn converge puntualmente a X si

P
(
ĺım
n→∞

Xn = X
)
= 1

Ustedes tienen la posibilidad de hacer un examen de Estad́ıstica
infinitamente. Deben de hacerlo hasta sacar 10. Sabemos que la
sucesión de VA que son sus examenes converge puntualmente a 10.

Sin embargo, si tomamos un número finito de estos ensayos, existe la
posibilidad de que no ocurra la condición final (sacar 10)
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Convergencia en Probabilidad

Definición 1.2

Sea un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Diremos que la sucesión de VA
Xn converge a la VA X si ∀ ε > 0 s.t.q.

ĺım
n→∞

P (|Xn − X | > ε) = 0

Es decir, cuando n → ∞ la probabilidad de que la sucesión de VA Xn

este lejos de X es nula.

Podemos denotar la convergencia en probabilidad como

Xn
p→ X
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Ley de Grandes Números

Sigamos con los dos teoremas más importantes de la probabilidad.

Para estos dos teoremas vamos a suponer que tenemos X1,X2, ...
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas con la
siguiente media muestral:

X n =
X1 + ...+ Xn

n
∀ n ∈ N

Sabemos que la media poblacional de las VA es µ y su varianza es σ2.

E[X n] =
E[X1 + ...+ Xn]

n
=

E[X1] + ...+ E[Xn]

n
=

n · µ
n

= µ

Var(X n) =
Var[X1 + ...+ Xn]

n2
=

Var[X1] + ...+Var[Xn]

n2

=
n · σ2

n2
=

σ2

n
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Ley de Grandes Números

La media muestral es una VA por si misma, y ya vimos que su
esperanza es µ y su varianza es σ2

n

La Ley de Grandes Números (LLN) nos dice que la media poblacional
X n converge puntualmente a la media poblacional verdadera µ

La LLN tiene su versión fuerte y débil.

A continuación definiremos a ambas y trataremos de dar un ejemplo.
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LLN Fuerte

Teorema 2.1 (Ley de Kolmogorov)

La media muestral X n converge puntualmente a la esperanza, o media
poblacional E[X n] = µ. Recordando que las VA son funciones de Ω → R

Cuando n → ∞

∀s ∈ Ω ⇒ X n(s) → µ

Es decir

P
(
ĺım
n→∞

X n = µ
)
= 1
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LLN Débil

Teorema 2.2 (Ley de Khinchin)

Cuando n → ∞

X n
p→ X

Es decir, ∀ ε > 0

ĺım
n→∞

P
(∣∣X n − µ

∣∣) = 0
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Desigualdad de Chebyshev

Teorema 2.3

Sea X una VA con media poblacional µ y varianza σ2 ⇒ ∀ k > 0

P (|X − µ| ⩾ k) ⩽
σ2

k2

Demostración.

Usando la desigualdad de Chebyshev es muy facil probar la LLN débil.
Supongamos un ε > 0 fijo pero arbitrario

P
(∣∣X n − µ

∣∣ > ε
)
⩽

σ2

n · ε2
Cuando n → ∞ el lado derecho tiende a cero.

Vargas, Carrasco, Ortega (FE) Tema 7: TCL 14 de abril de 2024 9 / 35
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Ejemplo en R
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Código en R

1 set.seed (123)

2 flips <- sample(c("heads", "tails"), size = 1000,

replace = TRUE)

3 plot(cumsum(flips == "heads") / (1: length(flips)),

4 type = "l", ylim = c(0,1),

5 main = "Lanzamiendo de Moneda",

6 xlab = "Numero de lanzamientos de moneda", ylab = "

Soles")

7 abline(h = 0.5, col = "red")
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Recordatorio Tema 5: La variable estandarizada

Definición 3.1

Si X es una variable aleatoria tal que X ∼ N (µ, σ2), entonces la variable
aleatoria Z se llama variable aleatoria estandarizada

X =
X − µ

σ
∼ N (0, 1)
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Teorema Central del Ĺımite

Teorema 3.1 (Teorema Central del Ĺımite)

Sea (Ω,F ,P) un espacio muestral. Supongamos que tenemos
X1,X2, ... ∈ F ⊆ Ω variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con media poblacional µ y varianza σ2, y media muestral X n

Cuando n → ∞

√
n ·

(
X n − µ

σ

)
→ N (0, 1)

Es decir, cuando n se hace MUY grande, cuando estandarizamos la
distribución de la VA X n se acerca a una distribución normal estándar.
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Teorema Central del Ĺımite (Aproximación)

Teorema 3.2

Para grandes n, la distribución de X n es aproximadamente

N
(
µ,

σ2

n

)
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Simulaciones en R

Veamos que, en general, podemos observar que se cumple el TCL
para las distribuciones que hemos estudiado en clase.

Vamos a graficar el histograma de varias VA X n para distintos valores
de n ∈ N
Primero, para n = 1, se grafica la t́ıpica PDF que todos conocemos
para cada distribución

Luego, veremos que pasa con n = 3, con n = 50 y n = 300

Veremos que se cumple gráficamente el Teorema 3.2

Es decir, vamos a tener una muestra, y veremos que la Media
Muestral como VA tiene una distribución que se acerca a la normal
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Distribución Uniforme con n = 3
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Distribución Uniforme con n = 50
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Distribución Uniforme con n = 500
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Distribución Poisson con n = 3
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Distribución Poisson con n = 50
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Distribución Poisson con n = 300
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Distribución Exponencial con n = 3
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Distribución Exponencial con n = 50
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Distribución Exponencial con n = 300
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Distribución Binomial con n = 3
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Distribución Binomial con n = 50
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Distribución Binomial con n = 300
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Distribución Gamma con n = 3
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Distribución Gamma con n = 50
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Distribución Gamma con n = 300
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Distribución Beta con n = 3
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Distribución Beta con n = 50
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Distribución Beta con n = 300
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¡Gracias por su atención!
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