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Capitulo 1

Espacios Métricos

1.1. Preambulo

Las siguientes son notas de clase sobre el tema de Analisis Real, combinando recursos del curso
de Calculo Diferencial e Integral IIT del M. en C. Francisco Giovanni Lopez Sénchez, y del curso
de Analisis Matemaético I del Dr. Fidel Casarrubias Segura, ambos impartidos en la Facultad de
Ciencias de la UNAM, en el semestre 2024-1 y 2024-2 respectivamente.

1.2. Definicién y Ejemplos

Definicion 1.1 (Espacio Métrico). Sea X un conjunto no vacio. Sea d : X x X — R (J {0}
una funcién. Decimos que d es una métrica o distancia en X < d satisface las siguientes
propiedades

(D1) Va,y e X = d(z,y) 20

)

(D2) d(z,y) =0z =y

(D3) Vl’,y eX :>d($7y) = d(y,.’E)
)

(Dy) Va,y,2 € X = d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

Un espacio métrico es una pareja ordenada (X, d) donde X es un conjunto no vacio y d es
una métrica en X.

Observacién. d(z,y) se lee como la distancia de z a y

Ejemplo 1.1 (Métrica Euclidiana). En R”, donde n € Z7T, la siguiente funcién d : R® x R® —
R dada por:

donde = = (z1,...,2Zn) ¥ ¥ = (Y1, ---, Yn) €s una métrica en R”
Proof. Por demostrar que la funcién anterior es una métrica en R™

(D) Por definicién de raiz cuadrada de un namero real, d(z,y) > 0 Vz,y € R”
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(D3) = Sea = (1, ..., Zpn) Y Y = (Y1, -, yn) € R™ P.D. (D7)

Supongamos que d(z,y) = 0. Por definiciéon de raiz cuadrada, notemos que d(z,y) =

0< (z; — yi)2 = 0. Este termino es cero < ambos elementos son el mismo vector en
R™.

<= Supongamos que z = y. Al ser vectores en R", z =y & (1 = y1, ..., T = Yn)

= d(z,y) = d(z, )

= d(z,z) = Z(aﬁi—xi)z = ZOQ =0

(D3) Sea x = (21,...,Zn) Y Y= (Y1, -, Yn) € R® P.D. (D3)

Notemos que

(xi - yi)2 = d(x,y)

n n
2
= 1

d(y,x) = [ D (i —m)" = . (-1)?(zi —3:) = '

n
=1 1=1 i=

(Dy) Sea x = (21, .., Zn), Yy = (Y1, -, Yn) ¥ 2 = (21, .., 2n) € R" P.D. (Dy)

Afirmacién 1 (Young Patito). Va,b € R = ab < 7‘12;“’2
Proof. Sean cualesquiera a,b € R

Como (a —b)2 > 0=
a®—2ab+b> >0
a® +b?
2

= 2ab < a®+V* = > ab

Afirmacion 2 (Cauchy—Bunyakovsky-Schwarz). Va = (a1, ...,a,) y b = (b1, ...,b,) € R®

n
Z aib;| <
i=1

Proof. Sea a = (a1, ...,an) y b = (b1, ..., b,) € R™ elementos cualesquiera. Observe que para
probar C-B-S es suficiente probar

n
> laillbil <
i=1

Esto porque

n n

Zaibi < Z ;| [bs]
i=1

=1

Para probar esto tltimo, consideremos los siguientes dos casos.

a) a=0
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Sia =0= cada a; = 0. De donde

n

D lasllbil =0 <

i=1

b) b=10

Siguiendo un arguménto analogo al caso (1), s.t.q.

Ya#0yb#0
Defina
y B=,>_ b’
i=1
Note que como a £ 0y b#£0=a>0y >0
Observe que (1.1) es equivalente a
Z |ail|bi|
=l <1 1.2
o (1.2
Asi, basta probar (1.2). Para demostrar (1.2), note que:
> fail
a;llb; B
i=1 -y lai] ||
T af ~ «a B
Aplicando la Afirmacién 2, obtenemos que:
2 2
n n M) (lbtl)
soleaby ¢3- (8] + 5
2
i=1 =1
‘C;%‘z + |b1| + ...+ |an| |bn2|
2
la1] +(-);-2+|an| + [b1] +,.6;»2+|bn| 141 9
= = - = 1
2 2 2

Por lo tanto, (1.2) es verdadero.

Afirmacion 3 (Dy). V2o = (21,1, Zn), Y= W1, Yn) ¥ 2 = (21, .-, 2n) € R" s.t.q.
d(xz,2) < d(z,y) + d(y, z)

Proof. Sean x,y, 2 € R™ arbitrarios. P.D. (Dy). Observe que probar (D) es equivalente a
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probar
d(z, z)? < (d(z,y) + d(y, 2))?
Definamos a; = x;—y; vy b; =y; —z;Vi=1,...,n. Noteque Vi =1, ....n = x; —z; = a; +b;.

Tenemos lo siguiente

n

Z(wi—zi)szn: a; + b;)? Za, —i-QZaZb —l—Z:b2
i=1

i=1

n n n
SZCL#—FZZCLJH +Zbi2
=1 =1 =1

Es decir
d(z,2)? < (d(z,y) + d(y, 2))?

Sacando la raiz cuadrado, s.t.q. (Dy4) es verdadero.

.. d es una métrica en R" O

Ejemplo 1.2 (Métrica Discreta). Sea X un conjunto arbitrario no vacio. En X x X la siguiente
funcién es una métrica en X
1 siz
d(e.y) = { T

0 six=y
Proof. (D7) Sean cualesquiera x,y € X. Tenemos los siguientes casos.
a) x=y
En este caso, por definiciéon de d

d(z,y)=0=0

Por propiedades de la igualdad, esto es verdadero.

b) x £y

En este caso, por definiciéon de d

d(z,y) =120

(D3) Sean cualesquiera z,y € X.
=

Sid(z,y) = 0= x =y, porque de lo contrario, por definiciéon de d, d(z,y) =1y en
consecuencia d(z,y) # 0
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=
Por otro lado, si z = y, aplicando la definicion de d, obtenemos que d(z,y) =0
(D3) Sean cualesquiera x,y € X. Tenemos los siguientes casos.
a) rt=y

En este caso, como z =y = y =z, s.t.q.

d(z,y) =0 y d(y,r) =

= d(l‘,y) = d(y’x)
b) x £y

Primero, observemos que la implicaciéon y = = x = y es equivalente a = #
y = y # x. Consecuentemente, por definicion de d

d(z,y) =1 y dly,z) =1

= d(z,y) = d(y,z)
(D4) Sean cualesquiera x,y,z € X. Para z, z tenemos los siguientes casos.
a) T ==z
Debido a que la suma de numeros reales no negativos es no negativa, y por (D1)
d(z,y) 20 y d(y,z) 20

= d(z,2) =0 < d(z,y) +d(y, 2)

b) = # 2

Observe que, como x =y y y = 2 = x = 2, no puede ocurrir que

=y y y=z

Puesto que, por hipotesis, = # z

=T FY 0 y#z

Siz #y=d(z,y) = 1. Luego

d(z,z) =1 =d(z,y) <d(z,y) +d(y, 2)

Por otro lado, si y # z = d(z,z) = 1. Luego

d(y,z) =1 =d(y,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Esto porque d(z,y) > 0 por (Dy).

.. d es una métrica en X 0
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Ejemplo 1.3. Sean X = (X,d,) y X = (X, d,) espacios métricos consideramos el producto
cartesiano

XxY={(z,y)|lreX,yeY}

Dados (21,y1), (22,y2) € X x Y, definimos

=

dpl(1, 1), (2, 92)] = [da(@1, 72)" + dy (y1,2)"]
doo[(21, Y1), (T2, y2)] = max{d, (1, z2) + dy(y1,y2)}
Proof. Supongamos que p € [0, 00] es cualquier elemento. Tenemos los siguientes casos:
Proof. 1) p € [1,00) Sean (z1,¥1), (Z2,y2), (z3,¥y3) € X X Y cualesquiera elementos.

(D7) Notemos que, como dg y dy son métricas en X y Y respectivamente = dg(z1,z2) > 0
y dy(y1,y2) = 0. Esto implica dy (21, 22)" = 0y dy(y1,92)" = 0. De esto se sigue que:

1
dp[(xl, yl)a (an yQ)] = [diE(xla x2)p + dy(yl, y2)p] P2 0
(Dg) =
Supongamos que dp[(z1,y1), (T2,92)] = 0
p P
= [dy (71, 72) +dy(ylal/2) ]P=0
Con lo cual, s.t.q
da:(xla x?)p + dy(yh y2)p =0
Como d, y dy son métricas = d(z1,22) > 0y dy(y1,y2) = 0.
Por ello, necesariamente que d (z1, x2)" + dy(y1,y2)” = 0 =
dy(z1,22) =0 y dy(y1,y2) =0
Nuevamente usando que d, y d, son métricas s.t.q
dy(1,72) = 0= 71 = 22 y dy(y1,y2) = 0= y1 = y2

Es decir, (x1,22) = (y1,¥2)
P
Supongamos que (z1,T2) = (y1,¥2)

Como d; y d, son métricas en X y Y respectivamente s.t.q




1.2. DEFINICION Y EJEMPLOS CAPITULO 1. ESPACIOS METRICOS

de(z1,22) =0 y dy(y1,92) =0

B =

[de (21, 22)" + dy(y1,92)"]" =0

Es decir, dp[(z1,71), (z2, y2)]

(D3) Notemos que, como d (21, 22) = dy(x2,21) ¥ dy(y1,Y2) = dy(y2,91) s.t.q.

D=
D=

[dz(mh $2)p + dy(yla y2>p] = [da:(x% xl)p + dy(y2, yl)p}
= dp[(21, 1), (72, 92)] = dp[(22,92), (z1,91)]

(D4) Refiérase a los apuntes de clase

Proof. 2) p = ¢

Refiérase a los apuntes de clase

O

Ejemplo 1.4. Sea d una métrica en R™. Demuestra que la siguiente funcién es métrica en
R™.

dm(xa y) = min({lv d(l‘, y)})
Proof. (D;) Sean z,y € R™ P.D. d,,(z,y) >0

Sid(z,y) > 1= dn(z,y) = 1. Sid(z,y) <1 = dn(z,y) = d(x,y). Tenemos los
siguientes casos.

a) d(z,y) >1=dp(z,y) =1
1>0=dpn(z,y) 20
b) d(z,y) < 1= dp(x,y) = d(z,y) Por definicién, d(z,y) > 0, = d(z,y) =0
(D2) Sean z,y € R* P.D. d,,(z,y) =0z =y
dm(z,y) =0 min({l,d(z,y)}) =0 d(z,y) =0 2=y

(D3) Sean z,y € R™ P.D. dy,(x,y) = dn(y, x)

dm(z,y) = min({1,d(z,y)}) = min({1,d(y, 2)}) = dmn(y, x)
(D4) Sean z,y € R" P.D. dy,,(x,2) < dp(x,y) + dm(y, z). Tenemos los siguientes casos.
a) Sid(z,y) >1=dn(z,y) =10d(y,2) >1=dn(y,z) =1

Notemos que, por definicion, d,,(z,z) <1
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dm(z,y) +dm(y,2) 2 1
dm(2,2) <1 < dp(z,y) +dm(y, 2) =
dm(,2) < d(2,y) + dim(y, 2)

b) Sid(z,y) <1=dpn(z,y) =d(z,y) od(y,z) <1=dn(y,2) =d(y,z)

dm(2,y) +dm(y, 2) = d(z,y) + d(y, 2) 2 d(z,2) > din(z,2) =
dm(z,2) < dm(2,y) + dm(y, 2)

. dm(z,y) es una métrica en R™ O

Ejemplo 1.5. Sea p una métrica en R™. Demuestra que la siguiente funcién es métrica en

R™.
p(z,y)
pr(,y) = o
1) S o p(z,y)
Proof. (D;) Sean z,y € R™ P.D. py(x,y) > 0.
Notemos que, p(z,y) >0
=1+p(z,y) 20= 2O 2 0= pi(z,y) 20
1+ p(z,y)

(D3) Sean z,y € R" PD. pi(z,y) =0z =y

p(x,y)
=0 2 9
pr@Y) L+ p(x,y)

Sib#0=7=0&a=0

p(x,y)

———=0&pr,y=052x=y
1+ p(z,y) e

(D3) Sean z,y € R™ P.D. pi(z,y) = p1(y, )

ple,y)  _  py:x)
L+p(z,y)  1+p(y,2

p1(z,y) = 7= p1(y, )

(D4) Sean T,y € R™ P.D. ,01(55,2) < pl(x,y) + pl(yvz)

_ p@z)  _1tp(mz) -1
T+p@z)  1+p(2)

pl(x,z)

1+ p(z, 2) 1 1

= — _177
1+ p(z,2) 14 p(z,2) 1+ p(z,2)
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o 1 _ L@y +ply,2) — 1
ST 14 p(z,y) + p(y, 2) 1+ p(z,y) + ply, 2)
p(z,y) + p(y, 2) p(z,y) Py, 2)

T 14 p@y) + o, 2)  1+p@y) +py,2) | 1+ p,y) +p(y,2)

p(x,y) p(y, 2)
S 14p(xy) 1+ p(y,2)

= p1(z,y) + p1(y, 2)

= p1(z, 2) < p1(z,y) + p1(y, 2)

. p1(z,y) es una métrica en R™. O

1.3. Espacios Normados

Definicién 1.2 (Norma). Sea V un espacio vectorial sobre R. Una norma en V' es una funcién
Il : V"= R que tiene las siguientes propiedades

(N1) Ve eV =|z|| 20

(N3) ||z|| = 0 < 2 = 0, donde 0 es el neutro aditivo de V'
(N3) Vo e VyVAeR = [Az] = [Al]]|

(Na) Va,y € V = [lz+yll < [lz] +[lyll

Teorema 1.1. Si ||| es una norma en un espacio vectorial real X = la funciéon f : X xX — R
definida por

d(z,y) = ||z + (—y)|
Con z,y € X es una métrica en X >
a) Ve, y e X y VA €R = d(Ax, \y) = |\ - d(z,y)
b) Vz,y,2 € X = d(x+ z,y+ 2) =d(x,y)

Proof. (D) Por (V1) si 2,y € X son elementos arbitrarios = d(z,y) = ||z + (—y)|| > 0
vaque z+ (—y) € X

(D3) Sean z,y € X elementos arbitrarios. Por (N3)
||JC—|— (—y)|| =0+ (—y) = 0
Luego d(z,y) =0z =y

(Ds3) Sean z,y € X elementos arbitrarios. Notemos que

d(x,y) = [z + (=y)|| = [(=1)(=2) + (-D®)||
= (=D —2)| =y -zl = ly -zl = d(y, )

10
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(D4) Sean z,y,z € X elementos arbitrarios.

d(z,z) = Hx + (—Z)H = H(J: + 6) + (—Z)H

=@+ {(—y) +y)+(=2)| =z —y) + @y —2)|
<z =yl + ly — 2|

(Ds) Sean z,y € X arbitrarios.

d(Az, \y) = [[Az + =(Ny|| = [Mz = »)|| = Az —yll = Al - d(z, )
(Dg) Sean z,y,z € X elementos arbitrarios.
=S dx+z,y+2)= H(x +2)—(y+ z)H = H(a: +2)+ (-1)(y+ z)H
= |z +2) + (=D)y + (-1)z[| = l|l= — yll = d(z,y)

.. el Teorema 1.1 se cumple. O

Teorema 1.2. Vp € [1,00) y con n € Z" la funcién |||, : R* — R definida por:

n
lzll, = { D lwal”
i=1

donde x = (21, ..., Z,) es una norma en R" llamada norma p. La métrica que induce es la
métrica

n
dy(ay) = o+ o], = | 3 ko —l?
i=1
Proof. (D;) Sea z = (x1, ..., x,) € R™ arbitrario. Tenemos los siguientes casos.

a) Sizx=0=|z;| =0Vi=1,..,n

Luego |z;|]" =0P =0Vi=1,..,n

3=

n
1
= llell, = | D lesl’ | =07 =0
i=1

b) Siz#0= =z, #0 para algin ig € {1,...,n}

Consecuentemente

n
> lail” = |z [P > 0
i=1

11
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p

n
= lall, = (D lzl”| >0
i=1

(D3) Se sigue de la demostracion del caso a) de (Ny)
(D3) Sean z € R™ y A € R arbitrarios. Tenemos los siguientes casos.

a) SiA=0= Az =0y |\ =0. Luego
el = [d] =0=0-llall, = X,
b) Siz=0=>X z=0y |||, = 0. Consecuentemente
el = 0| =0=1x-0= Az,

¢) Finalmente si A\ £ 0y z # 0 = Az # 0

Asi, Jig € {1,...,n} 5 [[[Azoll| <0

Luego
Z |)\.’I?Z"p > I)\l‘i0|p >0
i=1
1 1
n £ n &
= ||Az]l, = Z|)\wi|p =exp| In Z\)\:mp
i=1 i=1
1 - 1 -
=exp| —In Z Az;[” | | =exp| =In Z IAP |2 P
p i=1 P o\ia
1 PN~ P 1 py 1 ~
=exp| <In [ AP Ja] =exp| =In (|]A) + =In [ > |
p i=1 p P\i=
1
1 1 n n e
exp(ln [|)\|p]>~exp —In Z |z |” = exp(ln [|)\|]>~exp In Z |5 |”
p p i=1 =1

1
n P

A D Ll | = e,

i=1

(D4) Para probar la desigualdad triangular, debemos antes probar algunos lemas.

Lema 1.1 (Desigualdad de Young). Sean p,q € [1,00) elementos cualesquiera > % + % =1

12
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alP  b?
ab< —+ — Va,beR con a,b>0
p q

Proof. Sean a,b € R con a,b > 0. Sin perder generalidad podemos suponer que a > 0 y
b > 0. Tenemos los siguientes casos.

1. a? < b4

Primero notemos que el ntimero real

al bl
— + — € [aP, V1]
p q
Ya que
a? bl
—‘rf :ap(].—to)-l-bqto
p q

Donde to = é € [0,1]

Por otro lado, la ecuaciéon de la linea recta en R? que une a los puntos (a?,In(aP)),
(b2, 1n(b)) es

In(b?) — In(aP)
be1 — aP

In(b?) — In(a?)
be — aP

= f(x) = In(a”) + (z —aP)

Debido a que la segunda derivada de In = —=; < 0 la funcién In : (0,00) — R es
concava en (0,00), lo que significa, geométricamente, que la grafica de In esta por
encima de la funcién f.

P e N X 2 X
=>(;+qe[ap,bq}:>f<a+> <ln<a+>

Pero

(2 +5) o+ OB (2 01 )

P q bl — aP P q

(o) + 200 = Ina?) ( (2-1)+ )

— In(a?) + “‘“ZZ:—S;("” (ap (711) " bqq>

~ In(a?) + 20 = In(a”) (1(bq _ ap)>

be — qP q
~ In(a?) + (ln(bq) - ln(ap)> _ In(a?) n In(a?) n In(b?)  In(a”)
q q p q q
P a a a
In(a?) + In(b?) < ln(a + b) = In(ad) < ln(a b)

p q q q
ab bl
=ab< —+ —
q

Geométricamente, lo podemos ver de esta forma

13
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(b2,1n(b?))

Asi que,

P q
((5%)-
p q

Por tanto, anadlogamente al caso anterior

3. aP =11

Note que

. el Lema 1.1 es verdadero.

Lema 1.2 (Desigualdad de Hélder). Vz,y € R™ s.t.q.

donde p, q € [1,00), %—i— % =1,z = (xq,..

14

n n % n
Z lziyi| < Z |l Z lyil?
i=1 i=1 i=1

aP al | b b1
P q
2. b9 < aP
Observe que
ppe P 1
a a+bq(1)e[bq,ap]
p q p

a? bl
In ( o )
p q

ab= (a?)7b = (b9)7b = (b9)7 (b9)7 = (b9)¥ s
1 1 q q P q

:bq:bq( +):b o b
p q p q p q

1
a

‘7'7"’@) Yy= (917 7yn)
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Proof. Sean = = (z1,...,2n) Yy ¥y = (Y1, -, Yn) € R™ cualesquiera elementos. Tenemos los
siguientes casos.

=0

Comoz=0=2;=0Vi=1,..,n

=
Q=

n n n
Dozl =0< (Dl | [ Do lwil®
i=1 i=1 i=1

2. y:6

Comoy=0=y; =0Vi=1,..,n

3=
Q=

n n n
Z|$i||yi| =0< Z|33i|p Z|Z/z‘\q
=1 i=1 i=1

3.x#0+#y

1

>0yﬁ=<éyilq> >0

S =

Como z # 0 # y, definamos a = (Z |xi|p>
i=1

Definamos ahora a a; = |a;"| v b = ‘yﬁ"l. Por el Lema 1.1 s.t.q.
q
a;b gal 4 Vi=1,...,n
p q
Es decir
A oy P q
@Mg} |xl| +1 |y7/‘ VZZl,.,TL
a B "p o g pI
- Z || |yz < Z 1 |33l 1 . lys|*
oP q lB‘I
Consecuentemente
> el
- 1 1 1 1
=1 p q
=1 .= 7 L E— yil? =1
O[/B \p Oép;|2| q ,Bq;|l‘
E || ] n
<1l= Z |4 |[ys] <
-, el Lema 1.2 es verdadero O
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Lema 1.3 (Desigualdad de Minkowski).
Vo= (21, 2n),y = U1, yn) ER" = [lz+yll, < llzll, + Iyl
Proof. Sean x,y € R™ arbitrarios. Tenemos los siguientes casos.
=0

Siz=0=2+y=y= |z[,=0. Asi que

1z +yll, = lyll, = 0+ [1yll, = ll=ll, + llyll,

2. x#0
Definamos a ¢ = ((Jz:| + [4:])" "5, (|2n] + [ya)" ™)

Aplicando el Lema 1.2 a los vectores z = (z1,...,2,),a (yaqg= p% s.t.q.

p q

n

— q

}juAmm+wz }:mm’ S (el + 1) ™)
=1

De igual manera, aplicando el Lema 1.2 a los vectores y = (y1,...,¥n), ¥y @ ¢ s.t.q.

n
}jwzuA+wz }jwm’ S (Gl + 1))

=1

Note ahora que

\ :
= 3 ((il +1:)™™ ™) | >0

i=1

Asi, s.t.q.

n n
S (il + 1wal)” =3 (il + il (Jil + Jwal)™™
=1 =1

—ZI%I Jazs| + il ) +Z|yz (| + lyal)*

i=1

n
<E[ (D lml” ) + | D lwl =& (ll=ll, + lyll,)
i=1 =1

16
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Pero . .
S (il 1) X (il + i)
¢ ~ %
S (ol + D))
=1
1-1 i
= (X (Gl +1wad”) | = [ 2 (Uil + 1)) | <lall, + I,
i=1 i=1
Finalmente
1 1
n P n P
o+ ll, = [ ((ze+u)”) | < {2 (Quil + 1)) | < lall, + Nyl
=1 i=1
".|I[l, es una norma y se cumple el Teorema 1.2 O

Teorema 1.3. Veamos que |||, = max{|z;| | i = 1,...,n} donde z = (xy, ...
una norma en R"

,Tn) € R™ es

Lema 1.4. Probaremos que, en general, Ve > 0y y1,...,y, € R" s.it.q. méx{e - y; | i =
1,..,n}=¢ -max{y; | i =1,...,n}

Proof. Supongamos que ¢ - y; = max{e-y; | i = 1,...,n} para algin indice j € {1,...,n} =
Vi=1,...,nst.q.

Yi SE- Y SE-Yj

Comoe>0=y; <y;Vi=1,..,n,es decir que

y; =méx{y; | i =1,...,n}
Asi que, como y; < y; <e-y; <e-y;,s.t.q.
e-méx{y; |i=1,..,n}<méx{e-y; |i=1,...,n}
Por otra parte, como y; = méx{y; |[i=1,..,n} = Vi=1,..,ns.t.q.

€Y SE-Y;

Como ¢ > 0=

mix{e-y; |i=1,..,n} <e-y,

mix{e-y; |i=1,..,n} <e méx{y; |[i=1,...,n}

17
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=maz{e-y; |i=1,..,n} =e-mix{y; |i=1,..,n}

Proof. Podemos ahora demostrar el Teorema 1.3
(N1) YV (21,...,2,) € R™ arbitrario s.t.q. |z;| 20Vi=1,...,n
= max{|z;| |i=1,..,n} = |lz]| =0

(N2)
l|lz||,, =0=méx{|z;| | i =1,...,n} & |z;|=0Vi=1,..,ne z; = (0,...,0)

(N3) Sea (z1,...,x,) € R" y A € R arbitrarios

= || Az]| o, = max{|Az;| |i=1,...,n} = max{|A||Az;| | i =1,...,n}
Para A\ € R tenemos los siguientes casos
a) A=0
En este caso A-z =0 y por (N2) s.t.q.
el =0=0- Jall.,
b) AZ0=1|\>0
Por el Lema 1.4 anterior s.t.q.
max{|A[|Az;| | i =1,...,n} = [N méx{|\z;| | i = 1,...,n} = |A||z|
(N4) Sean x = (21,....,20) Yy ¥y = (Y1, ..., Yn) € R™ arbitrarios. Por definicion de |[-||  s.t.q.
12+ ylloo = méx{|zi + 4| [P = 1,...,n}
Supongamos que |z; + y;| = méx{|z; + yi| | i =1,...,n}
Como |z; +y;| < |a;] + [y
méx{|z; + yi| | i =1,...,n} < |z;| + |y;|
|xj‘ < méx{|z;| | i=1,...,n} v ’yj’ <méx{ly;| |i=1,..,n}

Por lo cual, por transitividad de <

max{|z; +y;| | i =1,....,n} <méx{|z;| | i =1,...n} + méx{|y;| | i =1,...,n}

= 2+ Ylloo < 12l + Iyl

Szl = méx{|z;| | i = 1,...,n} es una norma en R" O

18
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1.4. Espacios Con Producto Interior

Definicion 1.3 (Espacios con producto interior). Recordemos que un espacio con producto
interior es un espacio vectorial real V, en el cual se define una funcion (, ) : V xV — R
llamada producto interior de V', que tiene las siguientes propiedades

(P) Vo,y eV = (z,y) = (y,7)

(B) Va,y,2 €V = (z+2y) = (x,9) + (2,9)

(P3) Vz,y e VyVAeR = (Azr,y) = XNz, y)

(Py) Yz eV = (z,z) >0

(P)VzeV=>(z,z)=0z=0

De manera formal, un espacio con producto interior es una pareja (V,(, )) donde V es un

espacio vectorial sobre R y (, ) es un producto interior en V.

Teorema 1.4 (Desigualdad de Cauchy - Schwarz). Sea (V,(, )) un espacio con producto
interior, = Vz,y € V s.t.q.

(2, )| < V{2, 2) -/ (y,v)

Proof. Sean z,y € V Para y tomamos los siguientes casos

1. y=6

= <$,y> :<y,$>:<06>:0<y,2:> =0
= [z, 9)| =0= |(z,9)] =0 <V (z,2) - V(y,9) = V(z,2) - V0 =0

En este caso, se cumple la desigualdad.
2. y#0

Resolvamos para A la siguiente ecuaciéon

(x— Ay, \y) =0

Note que

(= Ay, \y) =0 & (2, \y) — (A\y, \y) =0

SA=0 o () — My, y) =

Debido a que A # 0 s.t.q

)\O — <I7y>

= (g S una solucién no cero de lo anterior.
z

Observe que la funcién f : R — R dada por
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fQ) =(z=Ay,z = Ay) >0

Sustituyendo a Ag en f(A) s.t.q. f(Ag) =0
Note ahora que

0 < f(Qo) = (z — Aoy, ® — Aoy) = (z, ) + (2, —Aoy) + (=Aoy, T) + (= Aoy, —Ao¥)

= (z,z) —2Xo(z,y) + A5 (y,y) = (z,z) — 2 E;C z; (z,y) + g 352 (Y, y)
_ ) (@y)? {zy)’
=0 2w Ty~ O0 T
= 0 < (0,0) = (@) < o)
= [z, )| <V, z) - {y,y)
. el Teorema 1.4 es cierto. O

Teorema 1.5 (Desigualdad de Minkowski). Sea (V,(, )) un espacio con producto interior,
=Vaz,yeVstqg.

Viet+y,z+y) <V(@z)+ V()

Proof. Sean z,y € V cualesquiera elementos. Note que

Vet +y) < Vo + Vg e @+ye+y) < Voo + V)
& (z,z) + 2(z,y) +(y,v) < (z,2) +2V/(z,2) -/ {¥,9) + (v, 9)

(z,y) < V{z,2) - V(YY)

= para probar Teorema 1.5 basta probar (z,y) < /(z,z) - \/(y,y)

Notemos que

(z,y) < |(z,v)]

Por el Teorema 1.4 s.t.q.

(@ 9)| < V(@ 2) V) = (@,y) < Viz,z) V)

O

Definicién 1.4. Sea (V,(, )) un espacio con producto interior. Definimos a la norma de
x € V como el nimero € R >

]l := vz, z)

Note que ||-]] : V — R es una funcion.
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Teorema 1.6. Sea (V,(, )) es un espacio vectorial real con producto interior = la norma
definida en la Definicién 1.4 es una norma en V.

Proof. (N1) Si x € V es un elemento arbitrario = (x,x) > 0. Asi que ||z| = \/{z,2z) > 0

(N2) Debido aque Vo € V = (z,2) = 0 < 2 = 0, podemos concluir que Vz € V = |jz| =
0 & x = 0 puesto que

Viz,g) =0 (z,z2) =0=|lz]| =0 2=0

(N3) Supongamos que x € V' y X € R arbitrarios = usando propiedades de (, ) s.t.q.

Inall = VO, Az) = /A, Az = /A, 3) = Va2 (2, 2) = Al 2) = Alle]

(Ny4) Sean z,y € V arbitrarios. Por el Teorema 1.5 s.t.q.

Vie+y,z+y) < V() + ()

Es decir
lz +yll < =] + llyll

O

Sea (V,{, )) es un espacio vectorial real sobre el campo R con producto lineal
con producto interior = la funcién d : V' x V' — R definida por

d(z,y) = ||z + ()| = Viz —y,z —y)
es una métrica en (V, (, ))
Observacion. Sabemos que toda norma induce a una métrica y sabemos que todo producto
interior induce una norma. Sin embargo, ni toda métrica proviene de una norma, ni toda

norma proviene de producto interior. De hecho, recordemos que si d es inducida por norma,
cumple las propiedades (D5) y (Dg) 0 a) y b) del Teorema 1.1.

Podemos notar que la métrica discreta definida en R™ con n € ZT no viene de una norma
en R™ porque para x = (1,0, ...,0),y = (0,1,...,0) y A = 10 € R s.t.q.

dAz,A\y) =1#£10=10-1=10-d(z,y) = X - d(x,y)
Teorema 1.7. Sea (V, (, )) es un espacio vectorial real y ||-|| : V' — R una norma en V =
son equivalentes

1. ||| satisface la identidad del paralelogramo

2 2 2 2
Ve,yeV=llz+yll”+ e —yl” =2 =" +2- |yl

2. 3 un producto interior (, ) en V 3
Ve eV =|z|| = {z,z)
Proof. 1. = 2.

Hint = (z,y) = 1 - (Jz + v + = — v
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2. = 1.

Sea z,y € V. Por definiciéon de V =

2

le+yl? +llz -yl = Ve + o +y) +V@—g,7—9)
=(@+y,z+y+z-—yrz-y)=(@rs+y)+{yzty +t{z,z-y) —(y,z-y)
= (z,2) + (z,y) + (¥, %) + (¥, 9) + (2,2) — (z,y) — (¥, 2) + (v, 9)
= 2(z, ) + 2(y,y) = 2l|z)|* + 2y)|*

.. se cumple la identidad del paralelogramo

O

Observacion. Usando el Teorema 1.7 podemos probar que ||z|| definida en R™ conn € Z+
no proviene d un producto interior de R™

En efecto, ||-||, no satisface la identidad del paralelogramo, porque para z = (1,0,...,0),y =
(0,1,...,0) s.t.q.

z+y=(1,1,0,...,0) y r—y=(1,-1,0,..,0)

2 2 2 2
2 +ylle” + e —vlle” =2 llzllc” + 2yl
| +1|=2#2-12+2#£2-1>=4

Ejemplo 1.6. En R™ la siguiente funciéon es un producto interior llamado comunmente
producto punto (, ) : R" x R” — R definido por

n
<Il?, y> = Z ZiYi
1=1

donde . = (21, ..., Zpn) Y Yy = (Y1, -, Yn)

Note que las desigualdades del Teorema 1.4 y Teorema 1.5 toman en este caso la siguiente

forma
n n
< DT Desigualdad C-S
i=1 i=1

2. Vz,ye R" = \/z (zi +u:)° < \/Z z? + \/E y? Desigualdad de Minkowski
1 i=1 =1

i=

n

Z LilYi

g=il

1. Vz,y e R* =

Observacion. Como ya demostramos estas desigualdades para espacios vectoriales reales
con producto interior en el Teorema 1.4 y Teorema 1.5, no es necesario volverlo a hacer.

Ejemplo 1.7. Definimos al conjunto

RN = {@n)pen | YR EN= 2z, € R}

(N=7Z7). En RY podemos definir las siguientes operaciones si (zy),cxn, (Un)ney € RY y si
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ademas A € R

(‘rn)nGN + (yn)neN = (n + yn)neN A (xn)neN = O‘mn)neN

Con estas dos operaciones, RY es un espacio vectorial sobre el campo R

Definamos a

o0
by = {(2n),en ERY | Z x2 es convergente }

n=1

Notacion. Una serie se denota como
oo
> o
n=1
mientras que
n
> i
i=1

neN

son sus sumas parciales

Me

Observacion. Una serie converge < ( x1> converge a R, en especifico, a
neN

=il

n n o0
sup gxi|n€N :limExizg Ty
n—oo
=1 n=1

i=1

Para una definicién méas formal, refierase a la Definicion 2.13

Teorema 1.8. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre el campo Ky W C V = (W, + |w
,+Iw) es un subespacio vectorial de V < se cumplen

1) Oy e W Cero en Subespacio
n vVodaeW=v+ueW Cerrado Bajo Suma
m) VoeWyVvVieK=\-0eW Cerrado Bajo Producto
Proof. Refiérase a los apuntes de Algebra Lineal O

Afirmacion 4. £, es un subespacio vectorial de RY

Proof. 1) Primero notemos que la sucesion 0 = (0n),,en donde 0, = 0¥ n € N pertenece
a l9, ya que
o0
2
d 02=0<o0
n=1

Asi 6 €ty

11) Efectivamente, es suficiente probar que

00
n=1
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Para probar esto tltimo, aplicamos el Lema 1.1 cuando p = ¢ = %

n

n
0< Y lail sl <D 5l + 7]
=1

i=1

—_

n

n
inlgrgozglxwlyi\\ Z 7} + 7]
1=

1« 1 o
=M g et lin 5 ) vt
o
Z tg 2

Este dltimo elemento es el supremos. Asi, por el teorema del emparedado, o del
sandwich, o de la hamburguesa, etc, s.t.q.

L\DM—*

n o0
3 nlgroloz || - yi] = anyn < 00
i=1 n=1

o0

Verifiquemos ahora que > (z, + yn)2 < 0. Para ello, nétese que
n=1

n
VNEN:>Z xz-&-yz Zx +2szyl+zyz

i=1
o0 oo o0

< Zwi+22xnyn+2yi =a <o
n=1 n=1 n=1

™=

Il
-

(zi +vi) > es una sucesién monoétona creciente acotada superiormente por
neN

(

4

n n 00
3 sup Z T; + yz | neN,y = nh;ngoz (xl + yi)2 (xn + yn)
i=1 i=1

= n=1

= (@n)pen + (Un)pen € b
111) Sean (n,),cy € f2 ¥ A € R arbitrarios.

Sea m € N arbitrario

i)\xz /\QimZS)\Q-sup ixi2|n€N eR
i=1

i=1 =1

Z)\xn = Z ¥ |neN <00 = A@n) ey € Lo

i=1
Asi /5 es un subespacio vectorial sobre R
Afirmacion 5. La funcion (, ) : l3 x £o — R definida por

<(mn)n€N7 yn nEN Zmnyn
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es una funcion bien definida

Proof. Debemos probar que (, ) es un producto interior

1. Sean T = (Zn),cn ¥ U = (Yn),en € f2 arbitrarios

o0 m m o0
n= n= n= n=

2. Sean T = (Tn)pens 2 = (Zn)nen Y T = (Un)pen € L2 arbitrarios

T
+
<
@
M8

m
l(xn + yn)zn = n}gnoo Zl Ty + yn Zn = nf}l Z TpZn + ynzn)
n= n= n=1

= lim i zn+2ynzn = hm anzn+ hm Zynzn
—Zmnzn+2ynzn= zZ) + (7, %)

3. Suponga ahora que A € R arbitrario

(AZ,7) = Z(Axn)(yn) = W}E}noo Z()‘mn)(fyn) = W}gnoo Z A&nyn)

3

= mlgnoox\ Z(mnyn) )\mlgnoo Z TnlYn) = A Z Tnyn = MT, 7)

n=1 = n=1

4. Es claro que

n=1
Ademas -
(@7)=0=> 22 =0¢ lim Zx =0 VYmeN

n=1

m
=Y 2l=0&2l=0&YneN=>z,=0
n=1
*.{, ) es un producto interior en ¢y O

Observaciéon. Como sabemos (f2,(, )) es un espacio vectorial con producto interior. La
norma inducida se define como |||, : 2 — [0, 00) definida como

2)
> 7

n=1

|@)nen]], = 1/ {Con)ens (Eadent =

La métrica da : o x l3 — [0,00) inducida por ||-||, esta definida por la siguiente regla de
asociacion
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da(@n) s W) = | @) = W], = 4| 3 (5 = 30

2
n=1

Note que las desigualdades del Teorema 1.4 y Teorema 1.5 toman en este caso la siguiente
forma

o0 o0 o0
1. Va,yelo= | zpyn| <4/ Do 22,/ >0 42 Desigualdad C-S
n=1 n=1 n=1
o0 2 n oo
2.Va,y€lo= > (xn+uyn) < D224+ > 42 Desigualdad de Minkowski
n=1 n=1 n=1

Estas desigualdades también pueden ser expresadas como normas.

Ejemplo 1.8. Sen a,b € R con a < b. Definimos

C([a,b]) :=={f : [a,b] = R | f es continua }

Es conocido que C([a,b]) es un R-espacio vectorial. Mas atn, si f,g € C([a,b]) = fg :
[a,b] — R definida por

(fg)(z) = f(z)g(x)

con z € X es también una funcién continua. También es bien conocido que C([a,b]) C
R([a, b)), es decir, toda funcién continua f : [a,b] — R es Riemann integrable

Bajo estas condiciones, veamos que la funcion

(,):C(la,b]) x C([a,8]) = R

definida por

b
(f9) = / f(@)g(e) de

es un producto interior

Proof. 1. Sea f,g € C([a,b]) arbitrarios

b b
= (f.g) = / f(@)g(z) do = / o) f(x) dz = (g, )

2. Sean f,g,h € C([a,b]) cualesquiera funciones

b b
o (ftgh)= / (f(2) + 9()h(z) de = / F(@h(z) + g(@)h(z) de

b b
- / f(@)h(z) dz + / g(@)h(z) dz = (f,h) + (g, h)
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3. Sean f,g € C([a,b]) y A € R arbitrarios

b b b
= (Mg) = / () @)h(z) dz = / A (@)h(z)) d = A / F(@)h(z) dz = M, g)

4. Sea f € C([a,b]) arbitrario. Debido a que f?: [a,b] — R es continua y Vx € [a,b] =
f?(z) > 0. Asi, como la funcién es una funcional lineal no negativa

<faf>=/bf2(a:)dx>/b0dx20

Ahora, notemos que

b -
(f7f>:0<:>/ |f(x)|2dx:0porcguldad‘f(a:)|2:Oen [a,b] < f(x) =0

*.{, ) es un producto interior en C([a, b]) O

Observacién. Asi, (C([a,b]),(, )) es un espacio con producto interior. Note que las des-
igualdades del Teorema 1.4 y Teorema 1.5 toman en este caso la siguiente forma

Nl
N

1.V f,9 € C([a,b]) = : (fab g*(z) dm) C-S

I} (@)g(w) da| < (J £2(z) da)

2.9 f.9 Ol ) = (J7 (F(@) + g(@)? o)

SIS
SIS

< (f(f 2 (x) dx) + (f; g%() dm) Mink.

1.5. Isometrias

Definicion 1.5 (Isometria). Una isometria entre espacios métricos es una funcion f : (X, d) —
(¥, ) tal que

Vr,y € X = p(f(x), f(y) = d(z,y)

Es claro que toda isometria es continua porque es Lipschitz continua. Observe que toda
isometria es siempre una funcion inyectiva, esto por (Ds2) de la Definicion 1.1. Sin embargo,
no siempre son funciones suprayectivas.

Definicion 1.6 (Subespacio Métrico). Supongamos que (X, d) es un subespacio métrico y
que @ #£Y C X. Debido a que d es métrica, la funcion

dy =dlyyy :Y xY >R

también es métrica en Y. Recuerde que
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dy (z,9) = dly v (2,2) = d(w,2) Ve, 2 € ¥ x ¥

El espacio métrico (Y, dy) es llamado subespacio métrico de (X, d)

Observacion. Resulta ser que la funcion inclusion 7 : Y — X es isometria

d(i(),i(y)) = d(z,y) = dy (x,y)

Asi, si elegimos a @ =Y C X = la funcién inclusion (Y, dy) — (X, d) es una isometria
que no es suprayectiva. Tomemos ¢« € X ya € Y = Jy €Y 3i(y) = a, porque de lo
contrario a = y, lo cual seria una contradiccion.
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Capitulo 2

Funciones Continuas

2.1. Definicién y Ejemplos

Definicion 2.1 (Funcién Continua). Sea (X, d) v (Y, p) espacios métricos cualesquiera. Su-

pongamos que
f: X—=>Y

es una funcién cualquiera

1. Se dice que f es continua en xg € X respecto de las métricas d y p < la siguiente
proposiciéon es verdadera

Ve>0 36>00 Ve e X =d(x,x) <d=p(f(x),f(xg) <e

2. Diremos que f es continua (o continua en todo X) si f es continua en cada z € X
Notacion. f : (X.d) — (Y, p) es continua en xg

Ejemplo 2.1. Considere a X =[0,1),Y =R, f : X — Y es la funcion f(z) = z, y ademaés

d(z,y) = o —y| di(z,y) = min{|z —y|,1 - |z —y[}
Resulta ser que f : (X,d) — (Y,d) es continua en x9 = 0, pero f : (X,d1) — (Y, d) no lo es

Observacion. d es métrica tanto en R como en X, mientras que d; solo es métrica en X
Proof. 1. Veamos que f: (X,d) — (Y,d) es continua en 2o = 0
Sea € > 0. Definamos a § = . Por lo tanto, § > 0. Ademas, si x € X es cualquier
elemento tal que d(x, 2o = 0) = d(z,0) < § = d(f(z), f(xo)) = d(z,0) < 6 =¢ =",
f:(X,d) — (Y,d) es continua.

2. Veamos que f : (X,d;) — (Y,d) no es continua en xzy = 0

En efecto, debemos probar que la proposicion que niega a 1. de Definiciéon 2.1, es decir
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Je<0 VI<0>s Jas € X = di(x5,0) <y d(f(x), f(xo)) = d(zs,0) > ¢
es verdadera. Por ello, conseremos a ¢ = % Sea § < 0 arbitrario. Debido a que

1 1
1—5,§<1:> 3$56Q91—5<x5<1/\§<x5<1

Note que para algin zs € [0,1) sucede que

dy(zs,0) = min{|zs|, 1 —|zs|} <d vy d(f(xs), f(0)) = |xs — 0] = |xs| = x5 > %

o f (X, d1) = (Y.d) no es continua en zg =0

Ejemplo 2.2. La funcién identidad

idgn = (R™, [[-]],,) = (R™, I-[],)
es una funcion continua en cada x € R"V p,q € [1,00). Se usara el siguiente Lema.

Lema 2.1. Las siguientes proposiciones son verdaderas

1
s

1. Siay,....anp 20y s€l,00) = [max{ai,..,a’, }]* = mix{ai,....,am}

o0

3. Vse[l,oo)Vaz € R" = ||z| o, < |z

S

4. Vst €[l,00)Vz € R = |||, < ns ||z,
Proof. Vamos a demostrar cada inciso del Lema 2.1

1. Supongamos que

1
B

a; = méx{aj,...,a5,} = a; = (af)*

1
i)° = max{ai, .., a5,}]*

Sea j € {1,...,m} arbitrario. Como a} € {af, ...,a},}

:>a§<af:> Vj:l,...,méaj:(aj)é <az:(af)%

Asi, como Vj =1,...,m = a; = a; < a; = a; = max{ai,...,am}

1
s

& ,
oo [méx{as, ...,a2, 17 = (af)® = a; = max{a1,...,am}

2. Sean s € [1,00) y = (21, ..., L) € R™ arbitrarios

s

n n
lzlly = [ D lwl” | < [ Do méx{lzal, o lzal}”
i=1 i=1

s
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Ya que |z;| < méx{|z1], ..., |zn|} Vi=1,...,n. Pero

1

s s

n
méx{|z1], ..., |znl}’ Z 1
i=1

n
Z 1-méx{|z1], ..., |xn|}®
i=1

zl5)" =77 [l

3. Sean s € [1,00) y = (21, ..., x,) € R" arbitrarios Supongamos qu ||z||,, = |z

n
)12, = asl® <> |25

=1

Luego, se tiene que

D |=

s
n
1
Izl = (lellze)* < | Do lasl™ | = llall,
j=1

4. Sean s,t € [1,00) y ¢ = (%1, ..., ) € R™ arbitrarios. Por el inciso 2. de esta demos-
tracion

lzll, < n* ||

S o0

Por el inciso 3. s.t.q.

S

1
]l < nellel,

O

Proof. Podemos ahora demostrar el ejemplo. Sea zy € R™ f.p.a. Sea ¢ > 0 cualquiera.
Definimos a § = -5-. Resulta que, por 3. del Lema 2.1, si || — x| < § =

n4d
. . 1 1
Hlan(l') — 1an(:z:0)||q = ||z — 3:0||q < na|x— 1:0||p <ndi-d=c¢

.. idg» es continua en xq O

Definicion 2.2 (Lipschitz Continua). Sean (X.d) y (Y, p) espacios métricos cualesquiera.
Diremos que una funciéon f : X — Y es Lipschitz continua si existe una constante de
Lipschitz ¢ < 0 tal que

Va,ze€ X = p(f(z).f(2) <c-d(z,2)

Corolario. Sean (X.d) y (Y, p) espacios métricos. Si f : X — Y es Lipschitz continua = f

es continua
Proof. Sea xg € X arbitrario. Sea e € RT cualquiera. Definamos § = £. Donde ¢ > 0 es tal

z.
que
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p(f(x).f(y) <c-d(z,y)Va,ye X

Resulta que
Vaee X =d(z,zg) <d=p(f(x).f(xg)) <e

Efectivamente, sea x € X >d(z,x0) < § =

p(f(x).f(xo)) <c-d(z,xp) <c-d=¢

.. [ es continua en zy. Como z( es arbitrario, es continua en el espacio. O

Ejemplo 2.3. La funcion identidad

idgn = (R™, [|-[],,) = (R™, [|-{l,)

es una funcion Lipschitz continua con p, q € [1, 00].

Proof. Supongamos x,y € R™ arbitrarios. Si p = ¢. es claro que es Lipschitz continua.
Supongamos que p # ¢g. Tenemos los siguientes casos.

1. pel,0),g =00
Definimos ¢ = 1, y por el inciso 3. del Lema 2.1, s.t.q.

idg (2) —idee (1)|, <1- Il —yll,

2. g€ [l,00),p=00
En este caso, definimos a ¢ = ni > 0, por el inciso 2. del Lema 2.1 s.t.q

lz = yll, = [lidre (2) = ide= ()|, < ¢+ llz =yl

q

3. p#qe(l,o0]
Una vez mas, definimos a ¢ = ni >0 y por el inciso 4. del Lema 2.1 s.t.q.

lz = yll, = [[idr~ () = idre ()|, < - 2z = 9],

q

oidge s (R™ 14,) = (R™, [|-[|;) es una funcién Lipschitz continua O

Observacion. En el ejemplo anterior, las funciones identidad son biyectivas, y por lo tanto
existe su funcion inversa. Lo notable de esto, es que las inversas son Lipschitz continua.
Estas se llaman equivalencias.

Definicién 2.3 (Equivalencia). Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos. Una funcion f :
X — Y es una equivalencia si es biyectiva, si es Lipschitz continua, y si su inversa también
lo es. Debido a que las funciones Lipschitz continuas son continuas, cualquier funciéon f :
(X,d) — (Y, p) que sea una equivalencia es biyectiva, y tanto ella como su funcién inversa
son continuas. Las funciones de este tipo se llaman homeomorfismos.

Definicion 2.4 (Homeomorfismo). Una funcion f : (X,d) — (Y, p) es un homeomorfismo si
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1. f es biyectiva
2. f es continua
3. f~! es continua

Se dice que X y Y son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Observacién. La funcién idg~ : (R™, [|-||,) — (R",[|-[|;) es un homeomorfismo porque es
equivalencia. La nocién de equivalencia nos permite definir cuando dos métricas son equi-
valentes.

Definicion 2.5 (Métricas Equivalentes). Sean d y p dos métricas en un conjunto X. Diremos
que la métrica de d es equivalente a la métrica p si la funcién identidad

idx : (X,d) = (X, p)
es una equivalencia

Observacion. Si d y p son métricas equivalentes en un conjunto X = 3 constantes €
Rtc,ksVz,ye X

k-p(z,y) <d(z,y) <c-p(z,y)
Ejemplo 2.4. En el conjunto X = {1 | n € NT} consideramos
1 1 1 1
dl (7> :|Tl,7m‘ Yy d2 (7) =
n’' m n’'m
Estas métricas no son equivalentes. Se tiene que
11 11
do <, ) <l-dy (7 )
n’'m n’'m

Pero no existe una constante £ > 0 tal que

11 11
RIS
n -m n -m

Observacion. De esta manera, podemos decir que dos normas ||-||; v |||l en un espacio
vectorial V' son equivalentes si existen dos constantes ¢,k > 03 Vv eV

k-7l < @l <e- |9l

Las desigualdades del Lema 2.1 muestran que V p,q € [1, 00| las normas H||p y
[|-[I, son equivalentes en R™
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2.2. Conjuntos Abiertos y Cerrados

Definicién 2.6 (Bolas). Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera.

1. La bola abierta de centro z € X y radio r > 0 en (X, d) es el subconjunto

Ba(z,r) = {y € X [ d(z,y) <r}
2. La bola cerrada de centro z € X y radio r > 0 en (X, d) es el subconjunto

Ba(x,r) ={y € X | d(z,y) <7}

Teorema 2.1. Las siguientes son propiedades basicas de las bolas abiertas en cualquier
espacio métrico.

1. Sio<r<s=

2. Ve e X =
~ 1
m B(z,r) ={z} = B (x, )
reR+ n=1
3. Ve e X =
X = U B(x,r) = U B(z,n)
reR+ n=1

Ejemplo 2.5. Sean a,b € R con a < b. En el conjunto

C([a,b]) ={f : [a,b] = R | f es continua }

La funcion ||-||; : C([a,b]) = R dada pr

b
I = [ 1#@)|do

es una norma en C([a,b]). Observe que si f € C([a,b]) y r > 0=

Ba, = {9 € C([a,0]) | |f — gll, <7}

b
= By, ={gec<[a7b]>|/ (@) — 9(z)| do < r}

34



2.2. CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS CAPITULO 2. FUNCIONES CONTINUAS

By, se puede interpretar geométricamente como el conjunto de todas las funciones continuas
g : [a,b] — R tales que la region determinada por las gréaficas de f y de g tiene area < r

Ejemplo 2.6. Sean a,b € R con a < b. la funcién [|-||, : C([a,b]) = R dada pr

1£lloe = sup{|f ()] | = € [a, ]}

es una norma en C/([a,b]). Como C([a,b]) es cerrado y acotado es compacto?, por lo que
alcanza su maximo y su minimo

= [Iflloe = méx{|f(2)| | = € [a,b]}

En este espacio normado de centro f y radio r > 0 =

Ba, ={9€Cla,0]) [ |f —9gllc <7}
= Ba.. = {g € C([a,b]) | sup{|f(2)| | = € [a,b]} <}

Y

Donde el area sombrada de color magenta la denotamos como

R={(z,y) eR*|a<a<by f(x) —r<y< f(z) + 71}

Sea h € By_(f,r). Si z € [a,b] es cualquier elemento
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= |f(z) = h(z)| <sup{|f(y) = h(y)| |y € [a,0]} = |f =Rl <7
Asi que
Vzéela,b = flz)—r<h(z)< flz)+r
Luego
Va€la, b= (z,h(z)) € R
Por lo tanto
graf(h) = {(z, h(z)) |z € [a,b]} C R

Asih € R . By_(f,r) C R. Esta es una forma potencial de hablar del infinito que hay en
R. Es decir, podriamos llenar a R.

“El Teorema de Heine-Borel se vera mas adelante, de donde se obtiene esta propiedad

Definicién 2.7 (Conjunto Abierto). Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que A C X es
abierto en (X, d) si ocurre lo siguiente:

VeeA3dr, >05B(z,r,) CA

Teorema 2.2. En cualquier espacio métrico (X, d) cualquier bola abierta es un conjunto
abierto en (X, d)

Proof. Sea z € X y r € RT cualesquiera elementos. Supongamos y € Bg(z,r) es arbitrario.

=d(z,y) <r

Luego, t = r — d(z,y) > 0. Resulta ser que

Ba(y,t) C Bg(z,r)

Efectivamente, si © € By(y,t) es arbitrario

= d(z,2) < d(x,y) +d(y,z) <d(z,y) +t=r

Asi z € By(z,r) . Ba(z,7) es un conjunto abierto en (X, d) O

El conjunto A = {f € C([a,b]) = Vt € [a,b]|f(t)| < r} es un conjunto abierto
en (C([a,b]), ||||l) con a < b

Observe que A = By__(0,1)
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Ba., = {9 € C((a,t]) | sup{|g(x) = 0| | @ € [a,B]} < 1}

Como es una bola es abierto. Es interesante ver que como es continua alcanza su maximo,
por lo que max = sup y sup < 1 O

En (R, ||-]|) el intervalo (a,b) con a < b es un conjunto abierto

En efecto, observe que

a+b b—a
(a/ab)_B< 2 ) 2 )

Asi (a,b) es un conjunto abierto en (R, ||) O
Definicién 2.8 (Punto Interior). Sea A C X y z, € A. Si ¢ es punto interior de A =
dr>05B(xg,r) CA

Observacion. Esta definicion es idéntica a la Definicion 2.7

Teorema 2.3.
1. @, X son abiertos.

2. Si {F, | @ € J} es una familia de conjuntos abiertos = |J F, es abierto.
acJ

k
3. Si{F;|i=1,..,k} es una familia finita de conjuntos abiertos = (7 F; es un conjunto
i=1
abierto.

Proof.
1. P.D. X es abierto.
Sea xg € X fijo pero arbitrario. Tomando r = 1
B(zg,1) C X
Como z( fue arbitrario = todos los puntos son interiores.
.. X es abierto.
P.D. & es abierto (por vacuidad)

Si @ no fuera abierto = Jxy € @ 3y no es punto interior del &. Sin embargo, no se
puede exhibir dicho punto.

. & es abierto.

2. Sea {F, | a € J} es una familia de conjuntos abiertos P.D. que |J F, es abierto.
aeJ

Sea xo € |J Fa
acJ
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:>2|0106J9130€‘Fa0

Como F,, es abierto = xp es punto interior de Fy,.

=37 >05B(z,7) C Fa,

Como F,, € | Fa, por transitividad:
acJ

= B(xzo,r) C U IR
acd

= 1z es punto interior de |J F,. Como x( fue arbitrario en |J Fa,
acJ acJ

. | Fao es abierto. (la unién arbitraria de abiertos es abierta)
acJ

k
3. Sea {F; | i = 1,...,k} una familia finita de conjuntos abiertos P.D. (| F; es un

i=1
conjunto abierto.
k
Seaxoge (Fi=Vi=1,...k z9 € F;.
i=1
=Vi= ].,...,k dr; >0 93(1’0,7’1') CF
Definimos a 7 = min({ry,...,7x}) > 0
k
Veamos que B(xo,7) C (| F;
i=1
Vi=1,..,k tenemos que r = min({ry,....,7x}) <r;
=Vi=1, ,k‘ B(xo,’l“) - B(l‘o,’l‘i) CF;
k
ACB,ACB,,..,ACB,=AC ) B;
i=1
k
= B(zg,7) C ﬂ Fi
i=1
k
= x es punto interior de () F;.
i=1
k
. [ Fi es abierto. (la interseccion finita de abiertos es abierta) O
i=1

Definicion 2.9 (Punto de Acumulacién). Sea A C X donde X es un espacio métrico. Un
punto x € X se llama punto de acumulaciéon de A si toda bola abierta con centro en x tiene
un punto de A distinto de x. Es decir
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Vr>0= (B(z,r)\{z}) NA# o

Teorema 2.4. Si x es punto de acumulacion de un cojunto A es un espacio métrico (X, d)
= toda bola abierta con centro en z tiene una cantidad infinita de elementos de A

Proof. Sea r > 0 arbitrario y supongamos, para generar una contradiccion, que (B(z,7) \
{z}) N A es un conjunto finito, es decir, que B(z,r) \ {z} tiene una cantidad finita de
elementos de A

= (B(x,r)\{z}) nA={z1,...,2n}

Definamos a § = min{d(z,z;) | i = 1,...,n} < r. Resulta ser que

(B(z,8)\{z})nA=2

En efecto, si ocurriera que

ye (B, 0)\{z})nA

= como § < r s.t.q.

y € (Bx,r)\{z}) NA={z1,...,xn}

= 3 un indice j = 1,...,n tal que y = z;
Luego 0 < d(z,z;) = d(z,y) y como y € B(z,d) también se tiene que d(z,y) < 6 =<«

. (B(z,0) \ {z}) N A = @, lo cual contradice la hipotesis, es decir, que = es un punto de
acumulacién O

Si A es un subconjunto finito de un espacio métrico = A no tiene puntos de
acumulacion.

Notacién. Al conjunto de puntos de acumulaciéon de A se denota como der(A)

Observacion. Diremos que un subconjunto de un espacio métrico es cerrado si contiene a
todos sus puntos de acumulacién

Definicién 2.10 (Conjunto Cerrado). Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que A C X es
cerrado en (X, d) si der(A4) C

Observacion. Si A es finito = der(A) = &, por lo que se sigue que A es un subcojunto
cerrado

Todo conjunto finito es un espacio métrico es un conjunto cerrado
‘ Teorema 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y F C X. F es cerrado en X < X \ F es

abierto

| Proof. = Supongamos que F es cerrado = der(F) C F
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Si X\ F =@ = X =F, el cual ya es abierto®. Asi que, supongamos que X \ F' # & y que
x € X \ F es abitrario

=z é¢der(F)= Ir >0 (B(z,r)\{z}) NF =g
= B(z,r)NF =g
2. B(x,r) C X\ F = X\ F es abierto
Supongamos ahora que X \ F es abierto. Si der(F) = @ = F es cerrado. Supongamos

que der(F) # @. Sea y € der(F) es cualquier elemento. Supongamos, para generar una
contradiccion, que y ¢ F = y € X \ F, que por hipdtesis es abierto

= Je>05B(y,e) CX\F

Esto implica
(B(y,e) \{y}) CX\F =<«

Esto contradice que y € der(F) =y € F . der(F) C F O

%Este hecho se demostraréa en el Corolario inmediato a este Teorema

1. @, X son cerrados.

2. Si {Fa | @ € J} es una familia de conjuntos cerrados = [ F, es cerrado.
aeJ

k
3. Si{F;|i=1,..., k} es una familia finita de conjuntos cerrados = |J F; es un conjunto

=1
cerrado.

1. @ es cerrado, ya que el complemento X \ & = X es abierto.
X es cerrado ya que X \ X = & es abierto.

2. Sea {F, | @ € J} una familia arbitraria de conjuntos cerrados. Sea {A, | @ € J} una

k
familia arbitraria de conjuntos abiertod. Veamos que [ JF; es cerrado.
i=1

Por el Teorema 2.3 sabemos que la unién arbitraria de abiertos es abierta.

Por definiciéon |J A, es abierto < X \ |J A, es cerrado.
acJ acJ

Por leyes de De Morgan s.t.q A°U X = AN X. Se sigue que:

X\ [UA| =N E\Aa) =) Fa

acJ acJ acJ

. Naey Fa es cerrrado, porque es el complemento de la uniéon arbitraria de abiertos,
que sabemos que es abierto.

k
3. Sea {F; | i =1,...,k} una familia finita de conjuntos cerrados. Veamos que |J F; es
i=1

cerrado.
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k
Por definicion J F; es cerrado < X \
=1

k
F; es abierto.
i =il

K2

Por leyes de De Morgan s.t.q A°U X = AN X. Se sigue que:

k k
X\ UE :_ﬂ(X\fi)

Por otra parte, por hipétesis V 1, ...,k X \ F; es abierto.

k
= (X \ F;) es abierto.
i=1
k
= X\ [ U Fi | es abierto.
i=1

k
~. U Fi es cerrado.
i=1

=

O

Teorema 2.6. En todo espacio métrico (X, d) cualquier bola cerrada B(z,r) es siempre un
conjunto cerrado.

Proof. Veamos que X \ B(z,7) es un subconjunto abierto de (X,d). Sea y € X \ B(x,r)
arbitrario = d(z,y) > r.

Defina a s = d(z,y) — 7. Note que s > 0. Ademés B(y,s) C X \ B(z,r)
Nuevamente, sea z € B(y, s) un elemento cualquiera =
d(z,y) <s= d(x,y) —r< d(xz) + d(Z,y) -r

Consecuentemente
r < d(l'v Z) + d(zay) - d(za y) = d(xvz)
Asi, z € X \ B(z,r) ... B(y,s) C X \ B(x,r) O

Observacion. Si d es la métrica discreta en un conjunto no vacio X =

B(x,r) {z} si0<r<1
98, 7)) = .
X sir>1

VzeX,yVreRt

Si0<r<1,yseay € B(x,r). Resulta que y = x, puesto que si y # x = d(z,y) =1 lo
que implica 1 < r, lo cual es imposible.

Sir>1yye X esun elemento cualquiera = d(y,x) < 1 < r. Luego y € B(x,r)

Note también que si z € X y r € R arbitrarios = y € B(x,r) =
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B( )_{{m} siaz0<r<1

X sir>1

Todo subconjunto A C X es un subconjunto cerrado. En efecto, sea A C X arbitrario. Sea
x € X cualquier momento. Consideremos a B (x, %) Note que

1
<B (:17,2) \{x}) NA={z}\{z}) =onA=0.
..« no es punto de acumulacion de A. Ademas, der(A) = @. Como & C A, s.t.q. der(4A) C A
. A es cerrado en (X, d)
Ahora, todo subconjunto de B C X es abierto en (X, d). Recordemos que X \ B es cerrado

< B es abierto. Pero X \ B es un subconjunto de X, por lo que es cerrado y B es abierto.

Definicion 2.11 (Imagen Inversa). La imagen inversa de B C Y bajo la funcion f: X — Y

es el conjunto
foBl:i={z e X| f(z) € B}

Teorema 2.7. Sean (X,d) y (Y, p) espacios métricos y f : X — X una funcion. Son equi-
valentes

1. f es continua

2. YW abierto en (Y, p) = f<[W] es abierto en (X, d)

3. V.F cerrado en (Y, p) = f<[F] es cerrado en (X, d)
Proof. 1. = 2.

Sea W un abierto cualquiera de Y. Sea z € f<[W]. Como W es abierto, 3¢ > 0 >
B,(f(z),e) CW

Como supusimos [ es continua en x
36>00Vze X =d(x,z) <d=p(f(z), f(z) <e

Observe que By(z,d) C f<[W]. Tomemos z € B(z,d), lo que implica

f(2) € Bp(f(x),e) €W
cz € fEIW]

2. = 3.

Supongamos que F' C Y es cualquier cerrado = Y\ F' es abierto en Y. Por el inciso anterior
s.t.q. fC[Y \ F] es abierto en en X. Ademas, notemos que

FTYNF = FEIYINFTIF] = X\ fT[F]

Pero este es abierto, por lo que su complemento f [F] es cerrado en X
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3. = 1.

Supongamos que € X es cualquier elemento y que € > 0 es arbitrario. Consideremos a
B(f(z),e), que es un abierto de Y, como todas las bolas son abiertas, por lo que

Y\ B(f(x),¢)

es un cerrado de Y. Por el inciso anterior s.t.q.

FTIY\ B(f(2),€)]

es cerrado en X y ademas

FTY\B(f(z),e)l = fTIYI\ FTIB(f(2),€)] = X \ fT[B(f(2),¢)]

= f[B(f(z),€)] es abierto en X. Ademas = € f< [B(f(x),¢)], y por ser abierto 34 >0 >

B(x,6) € fT[B(f(),e)]

Resulta que

fB(z,0)] € fT[B(f(x),e)]

En efecto, supongamos que z € f[B(x, )] es arbitrario
= 3y € B(z,0) 22 = f(y) = y € fT[B(f(x),¢)]
Luego f(y) € B(f(x),e) pero f(y) = z, lo que prueba la contencion

fB(x,0)] € fT[B(f(x),2)]

= f es continua en x.

Como fue arbitrario, s.t.q. f es continua en todo X. O

Observacion. Para que f sea continua en x € X s.t.q. probar

Ve >030 >0 tal que sidx(z,2) < d = dy(f(z), f(2)) <€
&z € B(x,0) = f(2) € B(f(2),¢) & f[B(,9)] € B(f(2),¢)

Siaé€ f[B(z,0)]= 3be B(z,0) > f(b) =a=a= f(b) € B(f(z),e)

Ejemplo 2.7. Las funciones constantes son continuas. Sean X y Y dos espacios métricos, y
1Yo € Y. Definimos a f : X — Y como

VeeX = f(z)=yo

si U C es cualquier abierto =
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Ul =

X siyeU
@ siy ¢ U

Por 2. de Teorema 2.7 como en ambos casos f [U] es abierto en X = f es continua.

Ejemplo 2.8. La funcion identidad es continua. Si (X,d) es un espacio métrico y idx :
(X,d) — (X,d) definida como

flz)=zVareX =

Si U C X es cualquier abierto = f*[U] =id [U] = U es abierto. .. f es continua

Ejemplo 2.9. Toda funcién con dominio en un espacio discreto es una funcién continua.
Sean (X,d) y (Y,p) espacios métricos con d la métrica discreta y f : (X,d) — (Y,p)
cualquier funcion.

Se prob6 en la Observacion inmediata al Teorema 2.6 que para un conjunto con la métrica
discreta (espacio discreto), todo subconjunto del espacio es abierto y cerrado.

Si V CY esabierto f<[V] C X es abierto en X por ser discrerto. Esto por el simple hecho
de ser un subconjunto del espacio. .. f es continua.
Teorema 2.8. Sean X,Y,Z espacios métricos y las funciones f : X - Y yg:Y —» Z

continuas = go f : X — Z es continua.

Proof. Usaremos 2. del Teorema 2.7. Supongamos que U C Z es cualquier abierto en Z.
Como g es continua g [U] es abierto en Y. Como f es continua = f<[¢g* [U]] es abierto
en X. Note que

(go N0 = Tl Ul

. go f es continua O

2.3. Convergencia de Sucesiones

Definicion 2.12 (Sucesiones). Si X es un conjunto = una sucesion de elementos de X es
cualquier funcién

z:N—>X

El valor z(n) es llamado n-ésimo término de la sucesion.

Una cola de X es cualquier conjunto del tipo

{z(m) | m >n}

donden e N={1,2,...} =Z"
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Notacién. (z(n)),cn © (Tn)pen © (Tn)

Definicién 2.13 (Convergencia). Sean (X, d) un espacio métrico arbitrario, X : N — X una
sucesion y # € X. Diremos que la sucesion (), converge a  en X si ocurre lo siguiente

Ve>03dmeNVn>m=d(z,,z) <e

Como es comun, escribiremos x = lim z,,
n—oo

Observacion. Podemos ver que una sucesion (z,,),cy converge a = en (X,d) & Vr >
03meN= {z,, |m=>n} C B(z,r)
Teorema 2.9. Si (1), .y converge a = en (X,d) = (7,),cy s6lo puede converger a z.

Proof. En efecto. Sean y € X \ {z} = r =d(x,y) >0
Luego B(x,d) N B(y,0) = @ donde § = §

Supongamos, para generar una contradiccion, que (), oy converge a x y a otro elemento
.

Debido a esto 3m,k € N 3
{zn |m = n} C B(z,9) y{zn [ k= n} € B(y,0)
Note que, por lo visto en educacion primaria, Zgimi1 € {2, | k = n}N{z, | m = n}
Asi zg4my1 € B(x,0) N B(y,9), lo cual no es posible, ya que por construccion B(z,d) N
B(y,0) =@

. (%n) e solo converge a x en (X, d) O

Observacion. En espacios topologicos esto no siempre pasa.

Corolario. En cursos de andlisis podemos poner x = lim x,, mientras que en Topologia se
n—oo

escribe x € lim x,,
n—oo
Teorema 2.10. Sea (X, ||-||) un espacio normado real. Sean (), .y una sucesiéon en X y
x € X. Son equivalentes
1. La sucesion (x,), oy converge a z en (X, d) donde d es la métrica = d(z,y) = ||z — ||
2. La sucesion (||, — z||),,cy converge a 0 en (R, |-|)
Proof. 1. = 2.

Sea € > 0 arbitrario. Debido a que x = lim «,
n—oo

Ve>03IN eNosd(xp,z)=|z, —2|]| <e¥Vn>=N
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Como ||z, — #|| = |||&n, — 2| — 0|, podemos concluir que

Vn2N=||lo, —z)| -0 <e
Pero hemos probado

Ve>03INeNs ||z, —al| -0 <eVn>=N

S (lzn = 2]]),,en converge a 0 en (R, |])
2.=>1.

Sea & > 0 arbitrario. Debido a que (||z, — zl|),, oy converge a 0 en (R, |-])
Ve>03INeNs ||z, —al| -0 <eVn>=N
Como ]||acn — z|| = 0| = ||zn — z||, podemos concluir que
Ynz2N= |z, —z| <e

Pero hemos probado

Ve>03INeNs|z,—z||<eVn>=N
Como [|lzy — z|| = d(x,y)

.. la sucesion (), .y converge a x en (X, d) O

Definiciéon 2.14. Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Diremos que una sucesion (x,)
de elementos de X es eventualmente constante <& Jzg € X y m € N tales que

neN

T, =x9gVNn>=m

xo se llama constante de enventualidad de (z,,)
llamada sucesion constante de valor xg

nene Cuando m = 1, la sucesion (z,,), oy €8

Teorema 2.11. En cualquier espacio métrico, cualquier sucesion eventualmente constante
converge.

Proof. Sean (X,d) un espacio métrico y supongamos que (x,), .y €s una sucesion even-
tualmente constante. Sean zop € X y N € N tales que

T =20VN =N

Suponga un € > 0 arbitrario =

d(zy,x0) = d(zo,20) =0<eVn>=N

" (@n) ey converge a xg. O
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Ejemplo 2.10. Sea X # @ y d la métrica discreta. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes para cualquier sucesion (), oy de elementos de X.

1. La sucesion (x,), oy s convergente.
2. (xp),cy es eventualmente constante

Es decir, con la métrica discreta, las tinicas sucesiones que convergen son las eventualmente
constantes.

Proof. 2. = 1. Inmediato por el teorema Teorema 2.11

1. = 2. Como (x,),cy converge en (X,d) 3o € X tal que lim x, = . Entonces, sea
n— oo

e=12>0= 3N eNossin> N = d(z,,z) < e = 5 Por el espacio métrico z = =,

necesariamente, por definicién de métrica discreta. O

Ejemplo 2.11. En (R, |:|) la sucesion z, = n—lp Vn € Nypc ZT fp.a es convergente y
lim z, =0

n—oo

Proof. Sea € > 0 arbitrario, como N no es un conjunto acotado superiormente en R, pode-
mos fijar N € N tal que N > % = NP > % y en consecuencia que ﬁ <e

Sim>N =

|Tm — 0] = |2m| = '
m
. (%n) ey converge a 0 en (R, [-]) O

Teorema 2.12. Sea X un espacio normado. Una sucesion (), .y converge a = <> la suce-
sion (yn ),y dada por y, = x, — x converge a 0

Proof. = Sea ¢ > 0 cualquier elemento. Como (x,),,cyy converge a x, para ¢

ANeNssinz2N=|a, —z| <e

Note que lo anterior implica que Vn > N

[2n = [l = llynll = llyn — Ol <e

. (Yn) pen converge a 0.

< La suficiencia es analoga O

Ejemplo 2.12. Sea X = (C([0,1]),R) con la norma || f||,

Recordemos que (C([0,1]),R) = {f :[0,1] = R | f es continua }. Sabemos que C([0,1],R)
es un R-ésimo espacio vectorial con las operaciones

(f+9)(@) = f(z) +9(z) Vo €0,1] y Af)@)A - f(z)Vx €0,1]

En (C([0,1]),R) definimos a la norma ||-||, para p € [1,00)
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|mp=<4 Umﬁw>p

Para p =

I1£lloc = sup{|f(z)| | = € [0,1]} = méx{|f(2)| | = € [0, 1]}

Definimos a la sucesion (fy,),, oy donde Vn € N

Veamos que (fy), oy converge a la funcion constante 0.

Proof. Note que Vn € N

1 1
HHM=A|ﬂmﬁ=Af@ﬁ
W 1 1 1
:/0 f(t)dt+Af(t)dt=/O f(t)dt+0:%

Si e > 0 es arbitrario = podemos fijar N € N tal que 5~ <e=Vm > N s.t.q.

1

1
”fm_O”—”me_T %<€

" (fn)pen converge a la funcion constante 0. O
Observacion. El ejemplo anterior nos es util para hacer notar que la convergencia o no
convergencia de una sucesion depende fuertemente de la métrica que estamos utilizando.
En (C([0,1]),R) con -, la sucesion definida anteriormente no converge.

Si existiera f € (C([a,b]),R) tal que hm fa=f=para0<az<1lyneNstq.

|[f(@) = fau(@)| < IIf = falloo = max{[f(t) = fu(®)] | t € [0,1]}

Es decir que Vz € [0, 1] la sucesion f,(z) convergeria a f(x). Esto implica f(z) =

Pero para x =0= f(z) =1

1
Teorema 2.13. Sea p € [1,00). El espacio (Cla, ], ||||,,) donde || f]|, = (f | f(z |pd$) es
un espacio normado sobre el campo de los nameros reales con las operaciones de suma y
multiplicacién por ntimeros reales usuales.

Lema 2.2.V f,g € C([a, b]) s.t.q.
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Ifglly < [1£1, 1191l

Proof. Sean p,q € (1,0) tales que % + % = 1. Veamos que

1fally < 1F1pl9ll

Supongamos f,g # 0.Y z € [a, b] definimos a

B | f(z)] | f@) B |g(2)] o)
= L= 7= T ol
(S |f@fde)” Ml (7 lg@)|"az)™ e
Por el Lema 1.1
ab < @ + L
T p g
Si la aplicamos a a y 8 s.t.q.
o @\ 1 (le@]\" 1
oS ( i, ) » U, )

Integramos de ambos lados

LS @g(@)da| _ [, If(x)fdw A |g<x>|qqu 1,1,
£l Ngll, plfI; allgllg P q

b
/ |F(@)g(@)dz| = gl < I£1Lllgll,

Lema 2.3. Sea p € [1,00]. Se cumple que V f,g € C([a,b])

If +gll, <IN, + llgll,

Proof. Supongamos que f # g y que p € (1,00). Definamos h(z) = (!f(a:)| - ]g(x)Dpil.

Aplicamos Holder a f,h y g, h. Notando que q = ﬁ

[ 1@l = o)) s <, </f (1£@)] + |g<w>!)p_1'pp_l> |
[ @116 = la))” as < o, </ (1£@)] + |g<x>\)p>

Sumando las desigualdades

Q=

1
a

/: (1@ - lo@)l) e < (171, +lall, (/b (1£ ()] + |g(x>})p>
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Ahora como % =1-

(sl loal)'er _ ([ (ol o))

=

Notemos que

1

f+g||,,=< / (If(x)+g(x)!)p>p (/ (\f(m)lﬂg(w)!)p)p<|f||p+||9||q

/A

Proof. Podemos demostrar ahora el Teorema 2.13.

Hemos probado la desigualdad del triangulo en el Lema 2.3. Que es no negativa es trivial, y
saca escalares en valor absoluto por linealidad de la integral. Solo falta ver una propiedad.
Como | f (:z:)|p es continua y no negativa, notemos que

b P
||f||p=</ |f(x)|pdz> =0&|f@)| =0&f=0

-~ |I£1l, es norma. O

Corolario. El espacio (Cla, b, [|||.) donde ||f|l. = sup{|f(z)| | # € [a,b]} es un espacio
normado. La prueba es anéloga a la del Teorema 1.3.

Ejemplo 2.13. Si (gn),,cy €s una sucesion en C([a,b]) que converge a g € C([a,b]) en
(C(la, W), 0) = lim g = g en (Cllasb]), |I,) Vp € [1,00)

Proof. Sea r > 0. Supongamos que p € [1,000) es f.p.a. Definimos a ¢ = ”—+ > 0. Debido
2(b—a)P

a que lim g, =g en (C([a,b]), ]| ) para la ¢ dada
n—oo

INeNsVn2N=|g,—ygll, <e€

Resulta que Vn > N = | g, — g, < r. Veamos que es cierto. Suponga que n € N es tal
quen > N

o=

b b ®
llgn — gll,, = (/ |gn () —g(x)!pd$> < (/ lgn —glloopd$>

Como la integral es un supremo podemos decir que

=

b v L,
<</ spdac> =e(b—a) :ﬂ'(b—a)5:§<r

< 1lim g, = g en (C([a,b]), [|],) -

n—oo

D=
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Ejemplo 2.14. El reciproco del ejemplo anterior no siempre es cierto.

Consideremos a las funciones f,, : [a,b] — R con n € Z definidas como

1- 2= gz ea,a
— b—a 2
fula) {0 six € la+ =2],b

donde definimos a [b,b] = {b}. Podemos ver que f, € C([a,b])Vn € ZT
Veamos que las siguientes proposiciones son verdaderas.
1. La sucesion (fy),cy converge a la funcion constante 0 en (C([a, ), |-|l;)
2. La sucesion (f,),cn DO converge a ninguna funcién en (C([a, b)), ||| )
Proof. Veamos que son ciertos los dos incisos.

1. Sea € > 0 arbitrario. Como ZT no esta acotado superiormente en R, 3 N € Z* tal

que b;g“<N

Resulta que

Vn>2N=|f.—0|, <e¢
Efectivamente, suponga que n € N tal que n > N

b—a b—a
<
2n 2N

= <é€

a

bf
I f =0l = I full, = on

- Jim fu = 0en (C(la,bl) 1],)
2. Supongamos que existe f € (C([a,b]) de modo que h;m fn=fen (C([a,b]),|l)
Resulta que V € [a,b] lim f,(z) = f(x) en (R,]])
n—oo

En efecto, sea x € [a,b] arbitrario. Supongamos que € > 0 también es arbitrario.
Como lim fn=fen (C([a,b]), ]|, ) paralae >0
n oo

dmeNsVn2m=|fun—fll,<e¢

Tenemos que | fu (@) — f(2)] < |fu — floo V1 > m

Vnzm=|fu(z) = f@)] < fo = fllo <

. lim fu(z) = f(z) en (R,]-])

n—oQ

Utilicemos este tltimo resultado para deducir la regla de asociaciéon de f : [a,b] — R
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b—a
r—a

Sea x € [a,b] cualquiera = x — a > 0. Luego > 0. Como este conjunto no es

b—a
r—a

acotado superiormente en R3 M € N > <m

b—a

Entonces - <z —a. Consecuentemene

b—a
Vn>m=a+—<uzx
n

Aplicando las definiciones de cada f, s.t.q. Vn = mf,(x) =0

En el caso de x = a, sabemos que f,(a) =1Vn € N= lim f,(a) =1
n—oo

La funcién f : [a,b] — R tiene la siguiente regla de asociacion.

0 size(a,b]

f(:v):{l sizx=a

lo cual es imposible porque f no es continua por la derecha en = = a, puesto que

lim f(z) =0# 1= f(a)

r—at

. (fn)nen 1o converge en (C([a, b)), -]l

Teorema 2.14. Sean (X, d) un espacio métricou A C X =

1. x € der(A)

2. 3(zn), ey de elementos de A, que no es eventualmente constante y que converge a X.
Proof. 1. = 2.

Como z € der(4) = Vne Z*

<B(m,i>\{x}> NA#o

Vn € N fijemos un elemento

T € (B <xi) \{x}) nA

Es cierto que (7,), oy es una sucesion de elementos de A. Probemos que lim x, = x
n— oo

en (X,d). Sea € > 0 cualquier elemento. Como N no esta acotado superiormente, para
%3m€Ntalque%<m

Asi entonces
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1 1
<—<e=Vnzm=dxz,,z) < —<e¢
m n

1
Vn>m= —
n

. lim z, =z en (X, d).
n—oo

Note que (acn)neN no es eventualmente constante. Si existiera x,, = x, pero tomamos a x,
en el derivado, que es el conjunto de los puntos de acumulacién, que considera a la bola sin
el centro. Por lo tanto, x, no puede ser el centro.

2. = 1.

Supongamos que (Z,),cy €8 una sucesion de elementos de A, que no es eventualmente
constante, u que onverge a x.

Sea r € Rt arbitrario. Como lim x, =z en (X,d), para la r € Rt 3m € N tal que

n—00
{zn [n>m} C B(z,r)

Observe que como x,, no es eventualmente constante, no puede ocurrir que x,, = zVn > m

Si lo fuera, seria eventualmente constante. Entonces 3n > m tal que z,, # x
Luego z,, € (B (z, 1)\ {m}) NA
Esta en A porque lo tomamos de elementos de A

" (B(m,%)\{x})ﬁA#@émEder(A) O

Definicién 2.15 (Continuidad por Sucesiones). Diremos que una funcién f : X — Y entre
espacios métricos es continua por sucesiones < para toda sucesion (acn)nEN en X tal que

lim z, =z =
n— oo

lm f(z,) = f(z)

n—oo

Teorema 2.15. Sea f : X — Y una funcion donde (X, d) y (Y, p) son espacios métricos =
son equivalentes

1. f es continua en toda x € X

2. f es continua por sucesiones
Proof. 1. = 2.
Supongamos que (), oy €s una sucesion en X tal que nlggo xn, =x en (X, d)
Veamos que nl;ngo flxn) = f(x)

Sea ¢ > 0 arbitrario. Como lim z, =z en (X,d) I3m € N tal que

n—oo
VYn>=m= xz, € B(z,r)

Veamos que Vn > m = f(z,) € B(f(z),r)
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36> 0= d(f(x), f(z)) <

Como z,, € B(z,0) = f(x,) € B(f(x),r)
2. = 1.

Supongamos que f es continua por sucesiones. Para verificar que f es continua supongamos
que F C Y es cualquier subconjunto cerrado de X. Veamos que f< [F] es cerrado en X.
Supongamos, para generar una contradiccion, que f<[F] no es cerrado en X. Es decir

der(f<[F]) € f[F]

Entonces, podemos fijar « € der(f* [F]) tal que x € f* [F]. Por el Teorema 2.14 existe una
sucesion (x,),,cy Do trivial (no eventualmente constante) de elementos de f[F] tal que

lim z, =x
n—oo

Como f es continua por sucesiones = lim f(x,) = f(x)
n—oo

Ademés Vn € N = f(x,) € F, es decir (f(x,)),cy € una sucesion de elementos de F' que
converge a f(x).

o f(x) € der(F) C F, porque F es cerrado. Pero esto contradice que x ¢ f< [F]

coder(fE[F)) C fE[F] = fE[F] es cerrado en X y por lo tanto f es continua O
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Capitulo 3

Compacidad

3.1. Conjuntos Compactos

Definicion 3.1 (Cubiertas). Sea X un espacio métrico y K C X. Una familia % de subcon-
juntos de X (% C P(X)) es cubierta de K si

KCcuw
donde
vz = Ju=u{u|luecu}

ueu

Si adicionalmente todos los elementos de % son abiertos, decimos que % es una cubierta
abierta de K

Definicion 3.2 (Conjunto Compacto). Un subconjunto K de un espacio métrico es compacto
si toda cubierta abierta % de K contiene una subcubierta finita V' de K.

Es decir, si V familia de abiertos % tal que K CU% = Jv C % finito (|V| < Rp) tal que
KCuVv

Teorema 3.1. Todo conjunto finito es compacto.

Proof. Si K = {x1,..,2,} vy % es cualquier cubierta de K = por ser cubierta, s.t.q. V
indice it = {1,...,n} IV, € % tal que x; € U; =V ={u; | 1 <i<n} C %

Note que V es finito y K C UV

.. K es compacto O

Ejemplo 3.1. Supongamos que (z,),cy € Una sucesion en un espacio métrico X que con-
verge a un punto = € X. El conjunto K = {z,, | n € N} U{z} es compacto en X.

Proof. Supongamos que % es cualquier cubierta abirta de K. Para el elemento x, 3V € %
tal que x € V. Como V es abierto 3¢ > 0 tal que B(z,e) C V. Debido a que lim z, =z,
n—oo

I N € N tal que Vm > N se cumple que d(z,,x) < g, es decir, que Vm > N s.t.q.
Tm € B(x,e) CV. Ademas, Vi = {1,...,n}, fijamos un elemento u; € % tal que z; € u; =
W ={u; |1 <i<n}U{V} es finito, W C % y se cumple que K C UW:Ui[iluiUV O
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Ejemplo 3.2. En (R, |-|) cualquier intervalo cerrado [a,b] con a < b es compacto.

Proof. Supongamos que a,b € R con a < b arbitrarios y que % es cualquier cubierta abierta
del intervalo [a, b]. Consideremos e siguiente conjunto:

A = {z € [a,b] | [a, x] puede ser cubierta con una cantidad finita de elementos de %}

Veamos que A # @&

Como % es cubierta Jug € % tal que a € ug. Luego, como ug es abierto 3 > 0 tal que
B(a,r) = (a—r,a+1r) C % . Podemos elegir un elemento z tal que z € (a,a+7)N[a,b] =
z € A porque [a,x] C ug. De hecho, a < z < b.

Observe ahora que A esta acotado superiormente por b. Por el axioma del supremo 3 a =
sup(A) = a < b.

Veamos que a = b. Supongamos que, para generar una contradiccion, que a < b = a <
a < b. Como % es cubierta abierta AW € % tal que @ € W. Debido a que W es abierto
30 > 0 tal que (a —d,a+ ) C W. S.P.G. note que (a —d,a+9) C [a,b]. Comoa—0 < o =
sup(A4) = a — ¢ no es cota superior de A, es decir, 3z € A tal que a — 6 < = = [a,z] es
cubierto por una cantidad finita de elementos de %, y supongamos que estos son uq, ..., U,

= [a,a+ 8] Cup U...Uu,
Pero esto implica que a +0 € Ay o+ ¢ > a, lo que contradice que o = sup(A)

a=>b O

Teorema 3.2. Sean (X, d) un espacio métrico y Y C K C X subconjuntos tales que K es
compacto y Y es cerrado en X = Y también es compacto.

Proof. Suponga que % = {U, | a € J} es una cubierta abierta de Y con subconjuntos
abiertos de X.

Como Y es cerrado X \ 'Y es un conjunto abierto = 4 = {U, |« € J} U{X \ Y} es una
coleccion de subconjuntos abiertos de X tal que

K|t |UuX\Y)=UF

acJ

Debido a que K es compacto 3C1,...,C, € € tales que
KclJa
i=1

Defina V={C;|ie{l,..,n} yC; #X\Y}

Resulta que V' es una subcoleccion finita de % tal que

Y CuV

.. 'Y es compacto. O
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Definicion 3.3 (Conjunto Acotado). Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Diremos que
A C X es acotado en (X,d) & Jag € X yr >0 tal que A C B(zg,r)

Corolario. Toda bola abierta y cerrada son ejemplos de conjuntos acotados en cualquier
espacio métrico.

Teorema 3.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Si K C X es un subconjunto compacto de
(X,d) = K es tanto cerrado como acotado.

Proof. Veamos que K es acotado. Sea xy € X cualquier elemento. Sabemos que

00
= U Blaon

Entonces {B(xg,n) | n € Z*} es una cubierta abierta de K. Debido a que K es compacto,
Ing,...,nm € Z7T tales que

m
U (0 75)

Por su compacidad, hemos extraido una subcubierta finita de la cubierta propuesta. Sea
T =N1,...,; 0y + 1. Claramente r >0V j € {1,...,m} =

B(zo,n;) C B(xo,T)

Si todos los uniendos estan en B(zg,r) =
U (xo,n5) € B(xg,r) = K C B(xo,7)

. K es acotado.
Ahora, veamos que K es cerrado en X

Supongamos x € X \ K f.p.a. Como z € X \ KVk € K s.t.q. ¢ # k. Entonces d(z,k) >
0vVEkeK.

Definamos a r = fégllgg Vke K

Consideremos a la coleccion

U = {B(k,r,) | k€ K}

Es fécil notar que % es una cubierta abierta de K.

Debido a que K es compacto 3 k1, ..., k, € K tal que

g U B(kj,’l“kj}
j=1
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Definamos a 7 = min{r,,...,7, } > 0. Ademas, z € B(z,r) C X \ K.

Recuerde que B(z,rg,) N B(k;,ry,) = @Vi € {1,...,n}, y como B(x,r) C B(z,r,) Vi €

{1,...,n}
= B/x,r)N B(k;,ry,) =@ Vie{l,..,n}

Luego

K C | |B(kij,ry,)NB(z,r) =@ = KnNB(z,r) =3 = B(z,r) CX\ K

—

i=1

c.como X \ K es abierto = K es cerrado O

Observacion. No es cierto, en general, que todo subconjunto cerrado y acotdo de un espacio
métrico es compacto. Por ejemplo, en R, considere a la métrica discreta d. En este espcio
métrico el conjunto B(0,20) = R es un conjunto cerrado y acotado. Sin embargo, no es
compacto, ya que la cubierta del mismo

%—{B<x,;> |z € R}

no tiene subcubiertas finitas. Recuerde, por la observacion que le sigue al Teorema 2.6 que
las bolas aqui son el espacio métrico si el radio es mayor a uno, como lo es el caso aqui.

Teorema 3.4. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si A es un subconjunto infinito de
X = A tiene por lo menos un punto de acumulacion en X

Proof. Recordemos la Definicion 2.9. Supongamos, para generar una contradiccion, que A
es un conjunto infinito que no tiene puntos de acumulacién en X = V2 € X 3r, > 0 tal
que B(z,7;) N A es finito. Si no existiera 7, > 0 tal que B(z,r;) N A es finito = Vr >0
s.t.q. B(z,7) N A es infinito = (B(z,7) \ {z}) N A # & es infinito, y asi z € der(A).

Consideramos a la cubierta abierta % = {B(x,r;) | * € X} de X. Como X es compacto
Jx1,...,xn € X tales que

X = UB(mi,rmi)ﬁA:AﬂX:Aﬂ UB(iﬂi,%i) =

i=1 i=1

(B(w;,72,) N A)

IC=

y como AN B(x;,ry,) es finito Vi € {1...,n} s.t.q. A=J;_, AN (B(z;,74,) es un conjunto
finito, lo cual contradice la hipotesis de A.

.. A tiene al menos un punto de acumulacion. O

Si K es un subconjunto compacto de un espacio métrico (X, d) = todo subcon-
junto infinito A C K tiene por lo menos un punto de acumulacion.

Como (X, d) es un espacio métricoy K C X = d [x: K x K — [0, 00) definida por

la regla de correspondencia d [k (z,y) = d(z,y) V (z,y) € K x K es una métrica en K.
Luego, s.t.q. (K, d [k) es un espacio compacto.
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Por el Teorema 3.4, si A C K es infinito = A tiene al menos un punto de acumulaciéon
respecto a K en K. Es decir, 3z € K tal que = € der(A) en (K,d k).

Notemos que si x € K es punto de acumulacién de A respecto de K, es decir, con la métrica
d k= = es punto de acumulacién de A respecto de X, es decir, con la métrica d. O
Ejemplo 3.3. Demos un ejemplo de un espacio normado real, en el que no es cierto el

Teorema de Heine-Borel, que definiremos més adelante, para un espacio normado cualquiera.

Sea el espacio normado real ({2, [|-||5)

by =S (Tn)pen | i |xn\2 < 00 y H($n>neNH2 =

n=1

Consideremos también al subconjunto

K = B(0,1) = {(xn)neN €l | H(mn)neN - 0H2 < 1}

es decir, K es la bola cerrada de centro 0 = (0,),,cy, donde 0,, = 0V n € N, y de radio 1.
Ya probamos que K es cerrado, y es acotado porque K = B(0,1) C B(0,1001°0)

Veamos que K no es un subconjunto compacto de ¢y

Proof. Defina e, : N =+ RV n € N como la funcién

Observe que e, € £oVn € N

m

N2 1. N2 2
z:len(z) = n}gnoozgen(z) = sup Zen(z) |meN
n= 1=

i=1
Note que 7 e, (i)* = 1 si m > m. Asi
> en(i)* =sup{0,1} =1
i=1
Note también que si n # m =

da(en, em) = |en — em||2 =V2

Esto sucede porque
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0o k
Z’en(i)—em(i)f:sup Z‘en(i)—em(m2 |keN) =2
i=1 i=1

Definamos A = {e,, | n € N}. Por lo anterior

A C B(0,1)

y A es infinito, puesto que f : N — A, es decir toma n — e, es una funcion inyectiva

(n#mﬁf(n):en#em:f(m))

Finalmente, note que A no tiene puntos de acumulaciéon en ¢5. Efectivamente, sea x € £

arbitrario. Defina r = 3—5 Resuta que B(z,7) N A tiene a lo mas un elemento de A, puesto
que, si existieran e, y e, € B(z,r) con n # m = V2 = |len —emly < llen — x|, +
Iz — emlly <747 =232 = ¥2

Por lo tanto, z no es punto de acumulacién de A. Asi, hemos probado que K = B(0,1) no
puede ser compacto.

.. el Teorema de Heine - Borel no se cumple en cualquier espacio normado. O

El Teorema de Heine-Borel se cumple solo en espacios vectoriales reales de di-
mension finita.

Teorema 3.5. Sea f : X — Y una funciéon continua de un espacio métrico (X,d) a otro
espacio métrico (Y, p). Si K C X es un subconjunto compacto = f[K]| = {f(z) |z € K}
es un subconjunto compacto de Y

Proof. Sea € = {v; | j € J} es una cubierta abierta (de abiertos de Y') de f[K]
Como f es continua % = {f<[V;] | j € J} es una coleccion de abiertos de (X, d). Més atn:
Kc | rew
j€J

Si z € K es arbitrario = f(x) € f[k], como % es cubierta abierta de f[K] = 3j € J tal
que f(z) € V; =z € fC[Vj]

Debido a que K es compacto 3 j1,...,J, € J tales que
K<l rwm)
i=1

una subcubierta finita. Resulta que f[K] C |J, Vj,. En efecto, sea y € f[K] arbitrario.
Luego, 3z € K tal que f(z) =y. Como z € Ky K C f<[V;] = Ji={1,...,m} tal que
Z€f<_[‘/j]2>y:f(2) € vy, :>Z€U?:1‘/ji

*. fIK] es compacto. O

Si f: X — R es una funcion continua y (X,d) es un espacio métrico compacto
= f es una funciéon acotada.
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Por Teorema 3.5 f[X] es un subconjunto compacto de R = f[X] es cerrado y
acotado. Por ser acotado 3zg € R y r > 0 tales que

fIX] S (xo — 120 +7)

Y notemos que

|f@)| = [f(2) = 0] = | f(z) — @0 +@0| = | f(x) — @o| + |xo| <7+ |ao]

Asi, f es una funcion acotada. O

3.2. Existencia de Maximo y Minimo

Definicion 3.4 (Minimo). Sea (X, d) un espacio métrico y f : X — R una funcioén. Decimos
que f alcanza su minimo en X si 3x¢ € X tal que

f(xo) < f(x)

El punto x( se denota como minimo de f en X

Definicion 3.5 (Maximo). Sea (X, d) un espacio métricoy f : X — R una funcién. Decimos
que f alcanza su maximo en X si 3z; € X tal que

f@) < flan)

El punto x; se denota como maximo de f en X

Teorema 3.6. Si f: X — R es una funcién continua en un espacio métrico compacto = f
es acotada, y también, f alcanza su méximo y minimo, es decir 3 zg,z; € X tales que

f(@o) < f(2) < f(a1)

Proof. Por el corolario anterior, f es una funcién acotada, es decir, 3 M > 0 tal que

VeeX=|fla)|<M=-M< flz) <M

Note ahora que el conjunto f[X] = {f(x) | £ € X} es no vacio, y es tanto acotado
superiormente como inferiormente en R. Por ejemplo, M es cota superior de f[X], mientras
que —M es cota inferior. Consecuentemente 3 o = inf{f[X|} y 8 = sup{f[X}

Veamos que Jx1, 21 € X tales que f(x1) = ay f(x1) = . Basta probar que o, 8 € f[X]

Primero, note que a € f[X]. Supongamos por el contrario que « ¢ f[X]. Sea ¢ > 0
arbitrario. Como a < v+ ¢y a = inf{f[X]} = a + € no puede ser cota inferior de f[X]

= JzeXtalque f(2) <ateya< f(z) <a+e.
No es a < f(z) porque f(z) € f[X]y a ¢ f[X], por suposicion por el contrario.

Asi I f(2) € fFIXIN (@ —e,a+¢e)\{a}) = B(a,e) \ {a}.
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Esto implica que « € der(f[X]), lo que contradice que o ¢ f[X].
c.a € f[X]. Como « es el infimo Jzp € X tal que f(z9) = a = f(zo) = a < f(z)

Ahora, supongamos de forma analoga que 8 ¢ f[X]. Con el mismo ¢, y como f —e < 8y
B es sup = {f(z)} = B — € no puede ser cota superior de f[X]

= JzeXtalque f—e< f(z)yB—e< f(z)<p
No es f(z) < B8 porque f(z) € f[X]y B ¢ f[X] por el supuesto.
Ast 3 f(2) € fIXIN((B—¢,B8+¢)\{B}) = B(B,¢) \ {5}

o B € f[X]. Como 8 es el supremo Fz7 € X tal que f(z1) = 8 = f(z1) = 8 = f(z) =
f(x) < f(21) O

3.3. Teorema de Heine-Borel

Notacién. En todo intervalo [a, b], suponemos a < b

Lema 3.1. Si {[am,bn] | m € N} es una coleccion de intervalos cerrados de R tales que

VmeN= [am+1,bmt1] C [@m, bm] = [@m, b)) # @

1

Y

Proof. Primero notemos que el conjunto A = {a,, | m € N} # & y que b; es cualquier cota
superior de A.

Esto porque Vi € N = a; € [a;,b;] C [a1,b1] < by

Por el axioma del supremos 3 o = sup{a,, | m € N}, y de manera analoga 3 5 = inf{b,, |
m € N}

Resulta que a < B. Si ocurriera lo contrario, es decir, que 8 < a« = Im € N tal que
B < a.,, esto porque « es el supremo, que es la minima cota superior. Debido a que [ es el
infimo I3 mo € N tal que B, < ap,. Sea t = mg + m41. Resulta que

[ah bt] g [amoa bmo] N [ama bm]

Ast ay, < ar < by < @, o cual es imposible . a < 8

Observe ahora que a < z < 8 =

T € ﬁ [@rm s bin]
m=1

Esto porque

am < o =sup{an, | m € N} <z < g =inf{b,, | m e N} <b,

ﬂvonozﬂam: bm] # 9 U
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Lema 3.2. Sea I = [ap41, bmt1] X oo X [@m,, , b, ]

Si V'm € N sucede que

Im+1g1m$ ml#g

m=1
Proof. Sea i € {1,...,n} un elemento cualquiera. Consideremos a la coleccion {[am, i, bm.i] |

m € N}. Notemos que

VmeN= [aerl,iy bm+1,i] g [am,i7 bm,z]

En efecto, sea m € N arbitrario. Supongamos que & € [@m+1.i, bm+1,;) €s cualquiera. Defina
a

= (@mt1,1, Om41,25 -0 By Ot 1,i4+1, Cmi1,n)

Resulta que T e Im+1 = [am+171,bm+171} X ..o X [am+17n,bm+1,n]
Como I, 41 CI,, s.t.q. T €1,,. Asi x € [am, i, Dm i
Por el lema Lema 3.1 329 € ()-_; [@m,is bm,i]

Defina z = (21, ..., 2n). Por construcciéon

I,=>Z7Zel,= [am,labm,l] XX [am,n7bm,n]
1

ey
m
3
DX

Lema 3.3. Si tenemos un n-cubo arbitrario I = [a1,b1] X ... X [apn,b,] = Vz,y € [ s.t.q.

Lema 3.4. Sea I = [a1,b1] X ... X [an, by] un n-cubo arbitrario = Vi € {1,...,n} los puntos
medios

a; +b;
@ =
2

generan 2" cubos Iy, ..., Isn tales que

on

LI=UL
1=1

2. Vie{l,..,n}yVa,yeL=|z—y|<$

donde § = (b — a;)°
=1
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Proof. Demostramos este teorema por innduccién sobre N

Para n =1 s.t.q. I = [a1,b1] y el punto medio es

o — a1 + by
T

claramente c¢; genera a los intervalos cerrados Iy = [a1,¢1] v Io = [e1,b1]. Es claro que
I=Lul,
Por otro lado
Siz,y €ly =[a1,¢1] =

| | < a1 + b1 2- aq —aq b1 b1 — a

z—y| <l —a; = — = — =

G Gl =l 2 2 2 "2 2

Asi |z —y| < g, porque recordemos que § = /> i, (b; — ai)2 =b; —a; paran=1

Si X,y € IQ = [Cl,bl] =

2~b1_a1—|—b1 _bl—al _5

2 2 2 29

lz -y <bi—c1 =

.. el resultado es cierto para n = 1. Se han generado 2! = 2 cubos.
Supoéngase que el resultado paran € N
Supongamos que

I= [al,bl] X ... X [an,bn] X [an+1,bn+1

Consideremos ahora al n-cubo

J= [al,bl] X ... X [an,bn]

Por hipétesis de induccion, los puntos medios

=90 gieN
2
generan 2" subos Ji, Jo, ..., Jon tales que
2" 5
J=_UJj y Vive,yed;=llz -yl <3
Jj=1
Observe que el punto medio
o Un41 + bn+1
=T
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divide a [@n+1,bn41] = [@n+1s Cnt1] U [Cnt1, Onti)

Se quita una dimension al n + 1-cubo para hacer un n cubo, que por induccién genera a 2"
n-cubos. Dividamos al cubo que queda en dos y vamos a multiplicarlo por los 2" n-cubos.

Definamos

Ii =J1 X [ant1, Cnti)

Ion = Jon X [@n1, Cnyi]

Lo que nos da un total de 2™ cubos. Definamos también

Ki =J1 X [eng1,bnt1]

Kon = Jon X [cny1,bnt1]

Que a su vez son 2" cubos. Tenemos 2™ 4 2™ cubos, es decir 2" + 2" = 2"(1+1) = 2"(2) =
27*1 tenemos 2"t n + 1-cubos. Ademas

o
I=[a1,b1] X .. X [an, bn] X [@n41,bps1] = T X [ang1,bnga] = | | J5 | X [ans1,bnsa]
j=1
27L 27L 2’71
= U (J5 % [an+1,bnga]) = U (J5 X [an+1, cnga]) U U (35 % [ens1, bnt1])
j=1 j=1 j=1

2n 2n
= U I; U U K;uU
i=1 i=1

. Tes igual a la unién de 2"*! n + 1-cubos. Ademas Viy Va,y € ; = ||z —y|| <
Yo,y €Ki = [lo—yl < 3

%yViy

.. el resultado es cierto para n+1. Asi, por induccion, la propiedad es verdadera Vn € N [
Lema 3.5. Todo n-cubo cerrado

I= [al,bl] X ... X [an,bn]

es un subconjunto compacto de R™

Proof. Supongamos, para generar una contradiccion, que I no es compacto = I una
cubierta abierta

U ={Uy | ac A}

de modo que ninguna subcoleccion finita de % cubre a I. Por Lema 3.4, los puntos medios
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o — a; + b;
2
generan a 2" n-cubos Iy, ..., Ion tales que
28 5
Izgli y ViVeyeli=llz -yl <3

Por nuestra hipotesis dobre % = 3 un i € {1,...,2"} tal que I; no puede ser cubierto por
una cantidad finita de elementos de %

Supongamos I; = [z1,y1] X ... X [Zy, yn]. Note que los puntos medios

0 = Tityi
! 2
generan a 2" n-cubos Ji, ..., Jon tales que
2’71
. o 1§
L-:_Ule y Yiveyel=lli-yl <5 =53
J:

Por nuestra hipétesis dobre % = 3 un j € {1,...,2"} tal que J; no puede ser cubierto por
una cantidad finita de elementos de % . Denotemos I, = J; y I; =1;

o b
=L CLCl y Vizl,QVx,yEIié\|x—y\|<§:§
De esta forma, por recursion, 3 una sucesion de m-cubos Iy, 1o, ..., I,, tales que
1)
VmeN=TIp CL, CI y vmeNVey€ln = o -yl < 5

Por Lema 3.1 3Z € (,-_; L,,. Como @ € I = JU, € % que es un abierto, tal que T € Uy,
Sea £ > 0 tal que B(Z,e) C U,

Como

.0 )

Pero, por la segunda propiedad de la sucesiéon de m-cubos, s.t.q.
Im+1 Q B(f, E) Q Z/la

lo que contradice la construccion de 1,11, porque esta contenido en una subcoleccion finita,
+1, )
que de hecho tiene un solo elemento, U, O
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Teorema 3.7 (Heine - Bérel). Si A C R™ es un conjunto cerrado y acotado = A es compacto
Proof. Como A es acotado 3z = (21,...,2,) € R y r > 0 tal que A C B(z,71)

Note que

A C B(z,7) C [21—ry Z145] X eoe X [Zn—r, Zntr] =1

Por Teorema 3.2, como I es compacto y A es cerrado = A es compacto O

3.4. Continuidad Uniforme

Definicion 3.6 (Continuidad Uniforme). Sean espacios métricos (X, d) y (Y, p). Diremos que
una funcién f : X — Y es una funcién uniformemente continua si es cierta la siguiente
proposicion

Ve>030>0Vr,ye X =dx,y) <0=p(f(x),fly) <e

Teorema 3.8. Sean espacios métricos (X,d) y (Y, p). Toda funcion Lipschitz continua f :
X — Y es uniformemente continua.

Proof. Supongamos que f es Lipschitz continua. Sea ¢ > 0 cualquiera. Definamos a § = <.
Claramente ¢ > 0. Si ,y € X son elementos aribtrarios tales que d(x,y) < §

:p(f($>7f<y))<c'd(x,y)<6'(5zc-%:g
O

Por corolario de Definicion 2.2 toda funcion Lipschitz continua es continua, por
lo qur toda funcion uniformemente continua es continua.

Si no tuvieramos este resultado, el resultado sigue siendo sumamente trivial. Supon-
gamos que z € X es cualquiera, y sea € > 0. Aplicando la Definiciéon 3.6 a € = 36 > 0 tal
que

Vz,ye X =d(y,z) <d=p(f(2), f(y) <e

Observacion. Hay funciones continuas que no son uniformemente continuas
Ejemplo 3.4. Considere a la funcion cuadratica f: R — R dada por

f(z) =a?

Se sabe que f es continua Vx € R y es infinitamente derivable.

Veamos que la negacion de continuidad uniforme
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Je>0Vi>03z,ye X =d(z,y) <5 A p(f(z), fly) =€

es verdadera para f

Proof. Consideremos a ¢ = % Sea § > 0 arbitrario. Fijemos n € Z™ de modo que % < 6.
Defina r =n + % v y = n. Resulta que

1
dw,y) = oyl = — <

Ademés, definamos € = % Note que

@ S@) = o 12 =2~ = (4 1) o

1 1 1 1 1 1
=|n+t—-+n){n+t—-—n|=—|2n+—-|=2+—75>
n n n n n 2

.. f no es uniformemente continua O

Definicién 3.7 (Numero de Lebesgue). Sea (X, d) un espacio métricoy % = {U, | « € J}
es una cubierta de X. Diremos que a > 0 es un nimero de Lebesgue para % <

VeeXJaeJ= B(z,a) CU,

Lema 3.6 (Lema de Cubierta de Lebesgue). Si (X,d) es un espacio métrico compacto =
toda cubierta abierta de X tiene ntimero de Lebesgue

Proof. Supongamos que % = {U, | « € J} es una cubierta abierta de X. Ahora, Vz € X
fijemos un ¢, > 0 y un U, € % tal que B(z,e,) C U,. Considere a la cubierta ¥ =

{B(ac7 =2 @& X}, Como X es compacto 3x1, ..., z, € X talesque ' = {B(mi, % [1<i< n} C
% es una subcubierta finita de X

€x;

2

Definimos a = ml’n{ 1<t < n} > 0. Veamos que a es numero de Lebesgue de la

cubierta %

Para ello, supongamos que x € X es cualquier elemento. Como %’ es cibierta de X 3 un
indice ig € {1,...,n} tal que x € (xio, 6170) -

Ay, - Resulta que B(z,a) C B (xio,exio).

En efecto, supongamos que y € B(z, a) es cualquier elemento

€ziy _ Emiy  Emiy
= d(y?xio) g d(y7 .’17) + d(x7xio) <a+ 7 g 2 + 2 = Eacio
yeB (xio, 5:%> Con esto, hemos probado que
b(xz,a) C B (Iiovgquo) C Uy,

Es decir Vo € X 3V € % tal que B(z,a) CV
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I .. a es nimero de Lebesgue de % O
Teorema 3.9. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y (Y, p) es un espacio métrico =
toda funcién continua f : X — Y es uniformemente continua

Proof. Sea € > 0. La colecciéon

w =3

B<y,;)]|yey

es una cubierta abierta para Y, esto por Teorema 3.4. Como X es compacto, por Lema 3.6
36 > 0 que es numero de Lebesgue de la cubierta %

Si x1,29 € X son tales que d(z1,22) < 0 s.t.q. 2 € B(x1,d) y 3z € Y tal que B(xy,d) C
e [B (z, %)} Note que B (z,%) € U,y que x9 € f< [B (z,%)] = f(z2) € B (z,% .
Luego,

p(f(xl); f(x2)) < p(f(m1)7z) + p(zyf(xZ)) < % + g —¢

.. [ es uniformemente continua O

69



Capitulo 4

Completitud

4.1. Espacios Métricos Completos

Definicién 4.1 (Sucesion de Cauchy). Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion (2, ),, oy
de elementos de X es una sucesion de Cauchy si Vn,m 3N € N tal que Vn,m > N s.t.q.

d(xp, Tm) < €
Teorema 4.1. Si (X,d) es un espacio métrico, toda sucesion convergente en (X, d) es una

sucesion de Cauchy.

Proof. Supongamos que (), oy €s una sucesion en X que converge a un elemento xo € X.
Sea € > 0 arbitrario.

Por la convergencia 3N € N tal que Vn > N s.t.q. d(zy,, 2y < § = Vn,m > N s.t.q.

AT, Tm) < d(Tp, o) + d(xo, Tm) < g + % =¢

2 (%p),en es de Cauchy O

Observacion. Aunque es cierto que toda sucesion convergente es de Cauchy, no es cierto,
en general, que toda sucesion de Cauchy sea convergente.

|-D)-
|-D)-

Ejemplo 4.1. Considere al intervalo (0,1) y la métrica inducida por R, es decir ((0,1),

En este conjunto la sucesion ( es de Cauchy, pero no es convergente en ((0,1),

1
n+1 neN
Esto también es cierto en R, y lo demostraremos mas adelante

Teorema 4.2. Sean (X, d) un espacio métrico y & # Y C X con la métrica p, (y,) una

sucesion de elementos de Y,y y € X =

neN

1. (Yn),en €s de Cauchy en (Y, p) < (yn),cn s de Cauchy en (X, d)
2. (Yn)pen converge a y (Y, p) & (Yn),cy converge a y en (X, d)

Proof. 1. = Sea ¢ > 0 arbitrario. Como la sucesion (y,), oy es de Cauchy en (Y, p),
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dN € Ntal que Vn,m> N

P(Yn, Ym) < €

Recuerde que si (X,d) es un espacio métricoy @ # Y C X = la métrica inducida
por den Y esladistanciap: Y xY - R

P(Y0,y) = d(yo,y)

= d(Yn,ym) <eVn,m =N
. (Un)pen €s de Cauchy en (X, d)

< Sea ¢ > 0 arbitrario. Como la sucesion (y,), ¢y es de Cauchy en (X,d), 3M € N
tal que Vn,m > M

A(Yn,ym) < €

P(Yns Ym) = d(Yn, ym) <eVn,m > M
. (Un)pen €s de Cauchy en (Y, p)

2. La demostracion es andloga a la anterior, utilizando esta vez la definicién de conver-
gencia.

O

Observacion. ;Cual es la utilidad de las sucesiones de Cauchy? Imaginemos estar en cuarto
en el que cae agua. Si el nivel de agua se mantiene, podemos suponer que el agua se esté
yendo a algin lado mediante un hoyo. El cuarto no estéd completo. Las sucesiones de Cauchy
nos permiten notar esto.

Ejemplo 4.2. En X = RY con la métrica d(z,y) = |z — y| inducida por la norma usual de

R. La sucesién (ﬁ) es de Cauchy, pero no converge a ningtn elemento de R™
neN

Proof. Sea € > 0. Como N no es acotado superiormente en Rt = 3N € N tal que % <N

L_L‘<5

Resulta que Vn,m 2 N = | =7 — 73

En efecto, sean n,m € N tal que n,m > N =

1 1
n+l m+1

1 n -1 <1
n-+1 m+1| " n

‘\
2 2
ComOg<N$N<€

. (%H)%N es de Cauchy.

Ahora veamos que no converge a ningtin elemento de RT

Sea x € RT cualquier elemento. Definamos ¢p = £. Como N no es acotado superiormente
enRT = INeNtalque l=2< N
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. 1 x 1 x 3z
Resulta que Vn 2 N = -5 < 3= 17 (5,7)

1 3
Consecuentemente A M € N tal que Vn > M = 7 € (%, 7“5)

La sucesion convergeria si ocurriése lo siguiente

Ve>03MeNVn>M= €(z—ex+¢)

n+1

Como queremos ver que no converge

1
35:60:gﬂMENVn>N:>mE(z—s,x+a)

Si M € N es arbitrario definamos a n = N + M + 10100

. 1
. (n+1)n6N no converge a & U

Ejemplo 4.3. Si (X, d) es un espacio métrico discreto (es decir, d es la métrica discreta) =
toda sucesion de Cauchy en (X, d) converge a un elemento de X
Proof. Supongamos que (z,,),cy €s una sucesion de Cauchy en (X,d). Aplicando la Defi-

niciéon 4.1 a € =1 s.t.q. 3N € N tal que

Vn,m>=N=dz,,z,) <e=1

En particular, Vn > N = d(z,,zn) < 1

Pero esto sucede < x, = any Vn € N > N, ya que d es la métrica discreta. Por Teo-
rema 2.11 todas las sucesiones eventualmente constantes convergen. Note que (mn)neN es
eventualmente constante.

2 (%), ey cOnverge a Ty O

Definicion 4.2 (Espacio Métrico Completo). Diremos que un espacio (X, d) es un espacio
métrico completo < toda sucesion de Cauchy en (X, d) converge a un elemento en (X, d)

Definiciéon 4.3 (Espacio de Banach). Diremos que un espacio normado real (X, ||-||), es decir
un R-espacio vectorial, es un espacio de Banach < el espacio métrico (X, d) es completo,
donde d es la métrica inducida por |||

d(z,y) = [l -yl
donde z,y € X

Definicion 4.4 (Espacio de Hilbert). Diremos que un espacio con producto interior real
(X,(,)) es un espacio de Hilbert (real) < el espacio (X, ||:||) es un espacio de Banach,
donde ||-|| es la norma

2]l = v/ (2, )
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I donde x € X

Observacion. La idea de lo que se va a ver a continuacion es ver que los espacios métricos
compactos son completos.

Definicién 4.5. Si f : N — X es una sucesion = una subsucesion de f es cualquier compo-
sicion fog: N — X donde g : N — N es estrictamente creciente.

Si denotamos como (x,),,.y a la f sucesion, es decir, si f(n) =z, Vn € N = la subsucesion
[ o g puede ser denotada como (xy,,),,cy donde n, = g(m) y asi z,,, = (fog)(m) =
flg(m))Vm eN

Vn € N se cumple que n < g(n)

Supongamos, para generar una contradiccion, que 3m € N tal que m > g(m) = el
conjunto A ={n € N|n > g(n)} es no vacio , ya que m € A, y por ello, 3a = min(A)

Por Definicion 4.5, g es estrictamente creciente, y como « € A s.t.q.
a > g(a) = g(a) > g(g(a))

Note que a > g(a), ya que o € A, y ademaés g(a) € A, pero eso contradice que o« = min(A),
ya que g(a) € A es menor que «

. 3m € N tal que m > g(m) = ¥n € N se cumple que n < g(n) O

Teorema 4.3. Sea (X, d) un espacio métrico y (z,),, oy una sucesién de elementos de X. Si
(Tn), ey €8 una sucesion de Cauchy = (), y €s acotada, es decir, 32z € X y r > 0 tales
que {x,, | n € N} C B(z,7)

Proof. Supongamos que (), .y es de Cauchy. Para e =13 N € N tal que

Vn,m>=N=dx,, zm) <1
En particular, Vm > N = d(zn, z,) < 1, 0 sea que
{zy |m >N} C B(zxn,1)
Definamos M = méx{d(z;,zx) |1 <i< N —1} + 1. Note que M > 1. Resulta que
{zn | mn € N} C B(zn, M)

co(xg, es acotada. O
( )nGN

Si (2n),,cy €8 una sucesion convergente = (), .y €s acotada.

Por el Teorema 4.1, toda sucesién convergente es de Cauchy, y por Teorema 4.3,
toda sucesion de Cauchy es acotada. O

Teorema 4.4. Sea (X,d) un espacio métrico y (), y una sucesion de elementos de X.
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Si (2,),cy es de Cauchy y 3 una subsucesion (xy,,)
elemento z € X = (2,,),,cy también converge a x € X

men de (Zn),cy que converge a un

Proof. Sea ¢ > 0. Como (z,,),cy s de Cauchy, para e = § 3 M € N tal que

Von,m>=2M = dz,,zm) <

DO | ™

Por otra parte, como (xy,, ),,cy converge a x € X, para 5 3J € N tal que

Vk>J=d(z,,z) <

DO ™

Definamosa N=M +J = N> M y N > J. Luego, si K > N =, por el corolario de la
Definicion 4.5, npy > K > J = k,n, > M > N =

d(zg,x) < d(xg, Tn,, ) + d(Tn,, ) < g+ g =&

Pero esto implica que d(zg,x) < &€ = limy 00 T, = T

o (Tn) ey converge a x € X O

Lema 4.1. Toda sucesion (z,)
es creciente o decreciente.

nen de nimeros reales tiene una subsucesion (zy,, ),,cn que

Proof. Sea (x,),cy cualquier sucesion de ntimeros reales. Diremos que un nimero natural
m es distinguido con respecto a la sucesiéon <

Yn>m=z, <Tm

Sea D = {n € N | n es distinguido }. No importa si D = &, por lo que tenemos los
siguientes dos casos.

1. D es finito

En este caso vamos a construir una subsucesion (z,,, )
tamente creciente.

men de (Zn), oy que es estric-

Debido a que D C N es finito por el caso 3 NV € N tal que

DC{1,2,..,N}

Resulta que, Vn > N = n no es disntinguido. Como N +1 > N = N + 1 no es
distinguido, por lo que para N + 1 no se cumple la definicion de niamero distinguido.
Asi, In; > N +1 tal que zy41 < X,

Asimismo, como n; > N, ny tampoco es distinguido, y tampoco cumple su definicion.
Por ello, Ans > n; tal que z,,, < xp,

Observe que 1y # ng, por lo que ng > n;. Esto por la Definicion 2.12; que nos dice que
la sucesién es una funcién. Si sucediera que n; = ng = no se podria dar z,, < Zn,

Supongamos ahora que m > 2,y que se tienen construidos, via recursion, N < N+1 >
ny < ni < ... < n,y nimeros € R tales que z,, < Tp, < ... < Ty,
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Debido a que n,, > m = n,, no es distinguido = In,,41 > Ny, tal que z,,, <y,

Y note que se sigue que n,, # n.;,+1. Esto termina el segundo paso de recursion. Asi,
por el Teorema de Recursion, tenemos definida a la subsucesion (z,,,, ) de (z,,)
que es estrictamente creciente.

meN neN

2. D es infinito
Debido a que D es infinito = D # @. Asi, supongamos n; € D f.p.a.

Como D es infinito, 3ns € D tal que n; < ny. Como ny es distinguido Vn > ny =
Tp < Tny

Y como ng > N1y = Ty, < Ty,

Supogamos que m > 2, y que tenemos construidos naturales ny,ns,...,n, € D tales
queny <ng < .. <My y Tp, = Tny = ... = T,

Observe ahora que, como D es infinito, I n,,11 € D tal que n,, < ngye1. Como n,,
es disntinguido, y dado npy1 > nm = ZTn,,yy < Tny,

Esto termina el segundo paso de recursion. Por el teorema homoélogo, tenemos definida
a la subsucesion (zy,, ),,cn d€ (2Zn),cn que es estrictamente decreciente.

O

Ejemplo 4.4. El espacio normado (R, ||-||) es un espacio de Banach

Proof. Supongamos que (), oy es una sucesion de Cauchy arbitraria en R. Por el Teore-
ma 4.3 esta sucesion es acotada = Jx € Ry r > 0 tales que

{zn |n €N} C B(z,r) = Bz —r,x +7)

Por el Lema 4.1, 3 (z,,,,)
Observe que

men Una subsucesion de (z,,),cy que es creciente o decreciente.

{z,, |meN} C{z, |neN}CBlx —r,x+r)

Note que z,,,, esta acotada superiormente e inferiormente. Ast, si x,,, es creciente, converge
a sup{z,, | m € N}, y si x,,, es decreciente, converge a inf{x, | m € N}.

En cualquier caso (5, ),,cy converge. Por el Teorema 4.4 (x,,),, .y converge.

.. R es un espacio métrico completo con la distancia inducida por la norma ||, por lo que
es de Banach. Note que también es de Hilbert. O
Ejemplo 4.5. Todo espacio (R", ||-||,) es un espacio de Banach, con n € N

Proof. Supongamos que (%), .y s una sucesion de Cauchy arbitraria en R™. Denotaremos
como (7, (7)) a la i-ésima coordenada del vector Z,, = (2, (1), ..., Tn (1), ..., Tn(k))

Veamos que Vi € {1,...,k} = (s_c'n(i))neN es de Cauchy en R. Sea i € {1,..., k} arbitrario,
y supongamos € > 0 también arbitrario.

Como (&), es de Cacuhy 3N € N tal que
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W= WNE=d (e IS [ 2B s [P
= Vnm>N = }:E’n(z) — a'c'm(z)| <Nzn —zmll, <€
" (#n(i)),, oy s de Cauchy.

Por lo anterior, y por el Ejemplo 4.4, 3z, ...,z € R tales que

lim #,(0) =2, Vie{l,.. k}

n—00

Defina © = (21, ..., %)

= lim ¥, ==
n— 00

. (Zn) ey converge a x € R™, por lo que es un espacio métrico completo, y como d fue la
métrica inducida por [|-||,, también es de Banach. Note que también es de Hilbert. O

Lema 4.2. Si (X, d) es un espacio métrico y K C X es compacto, = toda sucesion (), oy

de elementos de K tiene una subsucesion (zy,, ),,cy que converge a algin z € K

Proof. Supongamos que (), .y es cualquier sucesion de elementos de K. Para A = {xz,, |
n € N} se tienen los siguientes casos

1. A es un conjunto finito

Supongamos que A = {y1,y2,...,yn} con n € N = Vj € {1,...,n} definimos N; =
{neN|z, =yn}

j=1

Debido a que N es infinito 3 un indice j € {1,...,n} tal que el conjunto

es un conjunto infinito. Podemos definir una funcién estrictamente creciente de ele-
mentos de N=. En efecto, como N es infinito, evidentemente es no vacio, por lo que
podemos definir nq = min(N;), que existe ya que N esta bien ordenado.

Nuevamente, debido a que N7 \ {n1} es infinito y no vacio, podemos definir n; =
ml'n(Nj \ {n1}), y observe que ny < ng, ya que queremos dar orden a Nz

Supongamos ahora, que tenemos definidos ny,no, ..., ny, € N3 con la propedad n; <
ng < ... < Ny, con m € N

Como {ny,...,nm} es finito y N7 es infinito y no vacio, se puede definir

N1l = ml’n(N; \ {n1, ..y m })

y note que n,, < Ny41. Por el Teorema de recursion 3 una funciéon g : N — N;
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que es estrictamente creciente, definida mediante la regla de correspondencia g(m) =
nmVmeN

Considere ahora, la subsucesion (xy,,),,cy induce a la funciéon g. Esto implica que la
subsucesion (zn,, ),y €s la sucesion constante de valor y;. Por Teorema 2.11 converge

ay;
5 (T ) men converge a y; € K
2. A es un conjunto infinito

Como A es infinito y K es compacto, por Teorema 3.4, 32 € K que es punto de
acumulacion de A en K

Con el punto de acumulacién, vamos a constuir una subsucesion (z,,,, ) de (z,,)
que converge a r € K

meN meN

Como z es punto de acumulacion de A = {z,, |n € N} = Jz1 € AN B(x,1)

Debido a que z € der(A) el conjunto AN B (z,1) es infinito. Por ello, 3 z,, €
(A NnB (x, %)) \ {x1,...,2n, } ¥y observe que n; < ngy

Supongamos ahora un m € N con m > 2, y que se tienen construidos los elementos
Ty, Tngy ey Tn,, qUE cumplen

1
T, € ANB(z,1) y Vje{2,..m} =2z, € (A NnB (m, j)) \{Z1, 0y Tng gy }

Aplicando que x es punto de acumulacion de A, el conjunto, <A NnB (:z:, mL)) \

{1, ...,z } es infinito, por lo cual existe

T € (AOB (.’E, 777,:—1)) \{mla“wxm}

y observe que n,;, < n;,+1. Por el teorema de recursion Vn € N3z, tal que

1
Tn, € ANB(z,1) 'y Vjconj>2:>xn].€<AﬂB(x7j)>\{x1,...7xnu1)}

Es claro que (2, ),,cn € una subsucesion de (2,,), oy ¥ ademés converge a x € K.
Como z,,,, € (Aﬂ B (z, %)) \{x1, .., xm}

1
=0< lim d(z,,,,z)< lim —=0

m—o0 m—o00 M

.. toda sucesion (), <y
converge a algin x € K

de elementos de K tiene una subsucesion (zp,,),,cy que

O
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4.2. Compacto = Completo

Definicion 4.6 (Secuencialmente Compacto). Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un
conjunto K C X es secuencialmente compacto si cualquier sucesion (), de elementos
de K tiene una subsucesion (2, ),,cy que converge a algin elemento de K

Sea (X,d) un espacio métrico. Por el Lema 4.2, si K C es compacto = K es
secuencialmente compacto.

Sea (X, d) un espacio métrico. Si (X,d) es compacto = (X, d) es completo.
Sea (2n),cy cualquier sucesion de Cauchy en (X,d). Por Lema 4.2 3 (zp,,),,cn

subsucesion de (x,,),, .y que converge a algtin 2 € X. Como X es compacto, por Teorema 4.4,
(Tn),cy también converge a x € X O

Teorema 4.5. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos y sea ® : X — Y una equivalencia.
Si (X, d) es completo = (Y, p) también es completo.

Proof. Sea (y,),,cy una sucesion de Cauchy cualquiera en (Y, p). Como & es una equivalen-
cia (Definicién 2.3), @ es biyectiva, y tanto ® como ®~! son funciones Lipschitz continua,
con®1:Y - X

Consideremos, a la sucesion (®~*(yy)) . cn- Veamos que esta sucesion es de Cauchy en (X, d)

Sea € > 0 arbitrario. Como ® ! es Lipschitz continua con ®~! : Y — X, por lo que, 3¢ > 0
tal que

Vy,z€Y = d(® ' (y), ' (2)) < ¢ ply,2)

Debido a que (yn), cy €s de Cauchy en (Y, p), paraeg = £ > 03 N € N tal que

€
Vn,m=N = p(Yn,Ym) < €0 = -

= Vn,m >N = d® (ya), @ (ym)) < ¢ p(Yn, ym) <o =c: = =
C

" (®71(Yn)) ey ©s de Cauchy en (X, d)
Debido a que (X, d) es completo, 3o € X tal que lim & (y,) =2
n—oo

Por otra parte, como ®.X — Y es Lipschitz continua, también es continua, y por Teore-
ma 2.15, envia sucesiones convergentes a sucesiones convergentes. Asi, 1im (D((I)‘l(yn)) =
n—oo

O(zx)eY
Luego lim y, = ®(z)
n—oo

. (Y, p) es completo O

Teorema 4.6. Sean (X, d) un espacio métrico completo = & # F' C X es un subconjunto
cerrado < (F,d [F) es un espacio métrico completo

Proof. = Sea (z,,),,cy una sucesion de Cauchy cualquiera en (F,d [r), =, por el Teore-
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ma 4.2, (2,,),,cy s una sucesion de Cauchy en (X, d)

Como (X, d) es completo Iz € X tal que lim z, =z en (X,d)

n— oo

Resulta que & € F. Efectivamente, si z € X \ F, como F es cerrado, 3r > 0 tal que
B(z,r) C X\ F. Pero, como lim z, =x= IM € Ntalque Vn > N = d(z,,z) <r
n—oo

Asi, xpr41 € B(x,r). Luego a4 € FN (X \ F), lo cual es una contradiccén, por lo que
T €eF

Como (), cy €8 una sucesion en F', y que x € F, podemos concluir que lim z,, = x en
n—oo
(F,dIF)

. (F,d [r) es completo

< Supongamos que = € der(F) es cualquier elemento. Por el Teorema 4.2 3 (x,),,cy una
sucesion de elementos de F' que no es eventualmente constante, y tal que lim z,, = x en

n— oo
(X, d)

Como (z,),,cy s convergente, por el Teorema 4.1, es de Cauchy en (X, d). Como F' tiene
la métrica d |, la sucesion también es de Cauchy en (F,d [F).

Como (F,d [p) es completo = Ja € F tal que lim z, =aen F = lim z, =aen (X,d)

n—oo n—oo
por definicion de d [ g

En efecto, no puede ocurrir que a # x, ya que por el Teorema 2.9, el punto al que converge
es Unico, y como a € F = a =z € F. Como z fue un punto arbitrario F' C der(F)

. F es cerrado ]

4.3. Teorema del Punto Fijo de Banach

Definicion 4.7 (Contraccién). Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcion ¢ : X — X se
llama contraccion si 3¢ € (0, 1) tal que

Vr,y € X = d(p(z),p(y) < c-d(z,y)

Podemos decir que una contraccién es una funcién en un espacio métrico en si mismo que
es Lipschitz continua, con constante de Lipschitz ¢ € (0,1)

Definicion 4.8 (Punto Fijo). Un punto z € X se llama punto dijo de la funcién ¢ : X — X
si p(z) = z.

Para n € N denotaremos por ¢™ a la composicién
Pt =popo..op
También definimos ¢° =idx : X — X a la funciéon identidad

Observacion. El siguiente teorema nos da la existencia de un tinico punto fijo de una con-
traccién ¢ : X — X y ademas nos dird como hallar una aproximacién de él.
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Teorema 4.7 (Punto Fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico completo, no vacio, y
sea ¢ : X — X una contracciéon = se cumple que

1. ¢ tiene un tnico punto fijo z € X

2. Vxp € X la sucesion (gp”(xo))nEN converge a z € X y se cumple que

C’Vl

(" (w0),2) < 1

~d(p(20), o)

"

1

donde es el error de aproximacion, y ¢ € (0, 1) satisface la Definicion 4.7.

(&

Proof. Sea 2y € X cualquier elemento, y denotaremos por z, = ¢"(zg). Primero, veamos

que la sucesion (¢"(zo)), . es una sucesion de Cauchy.

Como ¢ satisface la Definicion 4.7 =

Vn eN=d(zni1,2n) = d(w"“(xo), ©"(wg) = d(" (1), 9" (x0)) < " - d(z1,70)

Esta desigualdad es facilmente demostrable via induccion sobre n. Ademés, Vu,w € X =

d(u, w) < d(u, p(u)) + d(e(u), w) < d(u, o(u)) + d(e(u), p(w)) + d(e(w), w)
< d(u, p(u)) + ¢+ d(u, w) + d(p(w), w)
= d(u,w) — ¢ d(u,w) < d(u, p(u)) + d(e(w),w)
= (1= ¢)d(u,w) < d(u, p(u)) + d(p(w), w)

Haciendo v =z, y a w = x, con n, k € N =

d(d?n,l'k) < d(xnﬂw(xn)i ii(@(xk)vxk) _ d(‘r‘cnvxn-l-l])~ jf(xk-i-lvxk)

Aplicando la desigualdad d(¢™(z1), ¢"™(z0)) < ¢ - d(x1,x0)

o c"d(z1, o) + Fd(z1,m0) [+ F
b 1-c S\ 1-c¢

) ~d(zo,21)
= Vn,k € Ns.t.q.

"+ cF
1—c

d(zy,xp) < ( ) - d(zo, 1)

Para ver que la sucesion (), oy = (cp"(a:o))neN es de Cauchy, supongamos que € > 0 es
cualquiera. Debido a que ¢ € (0,1) = I N € N tal que

ve2

Vn}Nilc

. d(1‘0,$1) <

N ™

Esto como

o
1 converge a 0. =
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n k
Vm, k> N = d(zm,zr) < <61+C ) - d(zo, 1)
— (&
= e a) + ' d(zo,m1) < =+ = =¢
_1_C anxl 1_0 xO)xl 2 2_

.. la sucesion (), o es una sucesion de Cauchy.

Por otra parte, como (X,d) es un espacio métrico completo 3 z € X tal que la sucesion
(Tn), ey cOnverge a z

Veamos que z es un punto fijo de . Como ¢ es Lipschitz continua, por corolario de Defini-

cion 2.2, es continua, y s.t.q. la sucesion (@(xn))neN = (Tn11)pey converge a ¢(z). Como,

por el Teorema 2.9, el punto al que converge es Gnico = ¢(z) = 2

Veamos ahora que z es tunico. Si z1, 22 € X son puntos fijos de ¢ =

d('zla ZZ) = d(@(zl)a @(22)) <ce d(zla 22)

Como c € (0,1) s.t.q. ¢-d(z1, 22) < d(z1, 22)

Sid(z1,22) > 0= c¢-d(z1,22) < d(z1,22), ya que ¢ < 1. Pero notemos que esto no ocurre,
lo que implica que d(z1,22) =0 = 21 = 29

.. Z es lnico

Finalmente, si hacemos k — oo en la siguiente desigualdad, s.t.q.

n k n
d(xp,zk) = lm d(x,,zr) < lim (c re > ~d(xg,x1) = 10 ~d(zo, 1)

k—o0 k—o0 1—c¢

.. es cierto el Teorema 4.7 O

Sean (X,d) un espacio métrico completo y ¢ : X — X una funciéon continua,
para la cual 3k € N tal que ¢* : X — X es una contraccion, donde p* = po...o ¢ k-veces,
=  tiene un tunico punto fijo

Debido a que ¢* es una contraccion, y que (X, d) es un espacio métrico completo,
por el Teorema 4.7 : 3 un tinico punto fijo 2 € X de ¥, es decir, *(2)p(p(...(¢(2))...)) = z

Luego (9" (2)) = ¢(2), ast " (p(2)) = ¢(2)
Esto porque ¢ o ¢* = ¢* 0 p = pFt1

", ¢(z) también es punto fijo de ¢*

= p(z) =2

.. z es punto fijo de ¢

Ahora, veamos que z es tnico. Supongamos que ¥y € X es también un punto fijo de ¢, es

decir, ¢(y) = y. Luego ¢(v(y)) = »(y) =y = ¢(p(¢(y))) = v(¢(y)) = ¢(y) = y. Después
de k pasos de hacer esto s.t.q. ¢*(y) = v.

Por el Teorema 4.7, sabemos que z es el tinico punto fijo de ¥ = z =y O
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4.4. Teorema de Heine-Borel Reloaded

Observacion. jHabra algin teorema parecido al Heine-Borel (Teorema 3.7) para espacios
métricos cualesquiera? Este teorema se cumple en R™, que es completo y de Banach. Se va
a fortalecer la nocion de acotado, que nos daba el teorema, e introduciremos la nocién de
totalmente acotado.

Definicion 4.9 (Totalmente Acotado). Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que un sub-
conjunto K C X es totalmente acotado en (X, d) < cumple con lo siguiente

Ve>03F ={x1,...,2n,} C X

Donde F es finito y no vacio

=K C U B(x,e) = B(z1,e) U...U B(xp,€)

zeF

Teorema 4.8. Si K es totalmente acotado = K es acotado.

Proof. Como K es totalmente acotado, para e =1 = Jz1,...,2, € X tales que

K C B(z1,1) U...UB(xp,1)

Resulta que K C B(xz,r) donde r = max{d(x1,z2) + 1,...,d(x1,2,) + 1} O

Teorema 4.9. Sea (X, d) un espacio métrico y K C X. Si K es secuencialmente compacto
= K es totalmente acotado.

Proof. Supongamos, para generar una contradiccion, que K no es totalmente acotado =
Je >0 tal que VF = {x1,...,2,} C X finito y no vacio = K € U, B(z,¢)

Como @ C B(x,e) = si K es vacio es totalmente acotado. Como estamos supondiendo que
K no es totalmente acotado = K # @

Sea z1 € K. Por la negacion de totalmente acotado K ¢ B(x1,¢). Luego, 3z € K\B(z1,¢).
Note que como zo ¢ B(x1,¢) esta fuera de la bola, d(x1,ds) > €

Supongamos que m > 2 y que tenemos construidos x1, Ta, ..., T,, elementos de K tales que
1€ K y Vje{2,..,n} ==z € K\ [B(z1,6)U..UB(z;j_1,¢)]

Como K no es totalmente acotado

K ¢ B(z1,e) U...U B(Zm,¢€)

= 3zt € K\ [B(z1,6) U...U B(Tpm, )]

Por el Teorema de recursion, s.t.q. hemos construido una sucesion (z,,),, .y en K. Note que
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VkméeN= sik#m=dxg,xm) =¢

En particular, si (2, ),,cy €8 cualquier subsusecion de (2,,),,cy s.t.9.

VkmeN= sik#m=d,,,x,, )>e

Asi, (zn,,)en 10 es de Cauchy, por lo que no es convergente. Pero se trata de una su-
cesion de elementos de K, que supusimos secuencialmente compacto, por lo que hay una
contradiccion.

.. K es totalmente acotado. O

Sea (X, d) un espacio métrico. Si K C X es compacto, es toalmente acotado.
Esto porque por el Definicion 4.6 todo compacto es secuencialmente compacto, y por el
Teorema 4.9 todo secuencialmente compacto es totalmente acotado.

Teorema 4.10 (Bolzano- Weiestrass). Las siguientes condiciones son equivalentes para cual-
quier espacio métrico (X, d)
1. X es compacto
2. Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacién
3. Todo subconjunto infinito numerable de X tiene un punto de acumulacion
4. X es secuencialmente compacto
Proof. 1. = 2.
Fue demostrado en el Teorema 3.4
2. = 3.
Evidente
3. = 4.

Sea f : N — X una sucesion. Si A = {f(n) | n € N} es finito = A = {y1,...,yn}- Ya
probamos en el Caso 1 del Lema 4.2 que 3 una subsucesion (2, ),,cn de (75), oy que es
constante de valor y;, y asi (Zn,, ),,cy converge.

Si A es infinito, en el Caso 2 del Lema 4.2, también probamos que 3 una subsucesion
(Tn,, ) men de (Tn), ey que es convergente.

4. = 1.

Sea % = {U, | @ € J} una coleccion arbitraria de abiertos tales que X = . ; U,. Veamos

que 3y, ...,a, € J con X =i Ua,

acJ

Para ello, veamos que 3¢ > 0tal que Vo € X I, € J = B(z,e) CU,,

Supongamos que tal € no existe

= Ve>03z. € XVaeJ= B(z,e) LU,

En particular
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1
Vn€Z+3xn€XVa€J:>B(x,)QUa
n

Tenemos asi, definida una sucesion (z,,), . Como supusimos que X es secuencialmente
compacto = para cada sucesiéon en X, podemos extraer una subsucesion que converge, y
en particular, 3 (2, ),,cn Una subsucesion de (z,),cy que converge a un elemento x € X
= 35 € J tal que x € Ug. Pero Ug € % es abierto, por lo que, 3r > 0 tal que B(z,r) C Up

Como lim w,, =z, para 5 > 03 N € N tal que

n— o0
r
Vvm>=N=uz, 6B<x72)

Fijemos M € N, con M > %, y también M > N =

1
B (mn, > C B(x,r)
n

m

En efecto, veamos que es cierto. Sea z € B (xnm, 7%) un elemento cualquiera =
m

1
d(z7x) < d(zvmnm) + d(xnm;$> < Tlf + g <r

Estocomonm>mynm>M:>nigﬁ,yﬁ<g,yatomamosaM>

ro T
§+§<T

3N

1
:>T+

MNm

Asi z € B(z,r) :>B(xnm, L ) C B(x,r)

Como B(z,r) CUp =

B <xnm, 1) C B(z,r) CUg
n

m

Pero eso es una contradicciéon, ya que tomamos B (x, %) g U,

. Jde >0 tal que

Vee XJa, € J= B(x,e) CU,,

Como X es secuencialmente compacto, por Teorema 4.9, es totalmente acotado = para la
€ > 0 dada por la afirmaciéna anterior 3 xq, ..., x, € X tales que

X C B(z1,6)U...UB(zp,e) CX =X

Por la propiedad que hemos querido demostrar de € > 0, s.t.q. Vi € {1,..,n}

X = B(z1,6) U...UB(xn,€) CUq,, U...UlUy, CU
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.. X es compacto, ya que hemos agarrado una subcoleccién finita de una cubierta arbitraria
que lo cubre. O

Sea (X, d) un espacio métrico y K C X = K es compacto < es secuencialmente
compacto.

Teorema 4.11 (Heine-Bérel Reloaded). Sea (X,d) un espacio métrico completo = V @ #
K C X s.t.q. K es compacto < K es cerrado y totalmente acotado.
Proof. = Ya se ha demostrado por varios teoremas.

< Veamos que K es secuencialmente compacto, y que K es completo. Supongamos (a:n)neN
una sucesion arbitraria de elementos de K. Sea A = {z,, | n €}. Para A tenemos los
siguientes dos casos.

1. A es finito
Vease el Caso 1. de Lema 4.2

2. A es infinito
Como K es totalmente acotado 3 F; C X finito tal que K C UIeF1 (z,1)
Como AC X =

AnNK=An |J @)= ] An(z,1)

zEF T€F

Como A es infinito Jy; € Fy tal que AN B(y1, 1) es infinito.

Hay una cantidad infinita de iPhones que lanzamos a tiendas, por lo que hay una
tienda, el paraiso de los jovenes, en la que hay una infinidad de iPhones.

Sabemos que A1 = B(y1,1) N A C K. Como K es totalmente acotado = A; es
totalmente acotado = para € = % 3 F5 tal que

1
Al g U B (.T, 2)
rEFs

Como A; es infinito Jys € F5 tal que Ao = A1 N B (yg, %) es infinito.

El siguiente paso de recursion es suponer que tenemos construidos conjuuntos infinitos
ADA; DA D...D A, D .., yelementos yi, ..., Yn, --- € X tales que

A1 = AﬂB(yl,l)

1
Ay =ANB <y2a2>

A, =4, 1NB (yna i)

Teniendo ya esta sucesion, veamos que 3 una subsucesion (z,,, )
que

men de (Tn), ¢y tal
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1 1
vmeN=z,, EB(yl,l)ﬂB(y2,2> Nn..NB (ym,)
m

Vamos a construirla via recursion. Para m = 1, como A; es infinito, s.t.q. A; # &.
Podemos fijar x,, € A;. Note que x,, € A; C B(y1,1).

Por otro lado, como As es infinito s.t.q
A2 4@ {.’El, L2y euuy Z'nl}

Es por ello que 3 ny > n; tal que

Tn, € Ay \ {1‘1,172, acog 1,’"1}

Note que z,,, € Ao =A1NB (yg, %) C A; C B(y,1)
Asi Tn, € B(ylv 1)7 ya que Tp, € B(ylv 1) nB (y27 %)

Supongamos ahora que m > 2 y que tenemos construios ,,, n,, ..., Tn,, con la pro-
piedad deseada. Ademéas n; < ng < ... < ngy,

Debido a que A,,+1 es infinito

Am+1 ,¢_ {xl,xg,...,mnm}
Es por ello que 3 n,, 11 > ng, tal que
Tnpir € Amsr \ {21, 22, ..., 20, }

Note que wp,,,, € Apir = AN B (ym+1, ﬁ) Asi z, ., € B (ym+1, ﬁ“)
Ademas, como

Am+1 gAmgAmfl g gAl QA

s.t.q. Zn,,,, € A;Vie{l,...,m}. Como A; = A;_1NB (yil, %) s.t.q.

1 1
Lrim g1 € B(ylvl)mmB (ymvm> nB <ym+1a m+1>

Por el teorema de recursion, se tiene construida la subscucesion (z,,,),,cn

Para ver que converge, basta ver que es de Cauchy, ya que K C X es cerrado y (X, d)
es completo = por Teorema 4.6 K es completo.

Veamos entonces que (y,,),,cy s de Cauchy.

Sea ¢ > 0 arbitrario. Sea N € N tal que % < N. Resulta que Vk,m > N =
d(Xp,,, Tn,,) <€

En efecto, sean k,m > N = ny,,ng > N
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. ¢ 6 1
Por construccion de la sucesion, @, , Tn,, € B (yn, +)

1 1 2

<N+N:N<E

= d($nk7$nm) < d(wnmyN) + d(yN7$nm)

2 A(Zn,, )men €s de Cauchy.

Note que como K es cerrado en (X,d), y (X,d) es completo, = por el Teorema 4.6 K es
completo. Por la Definicién 4.2, como (zy,, ),,cy €8 de Cauchy en K = (2, ),,cn converge
a algin elemento en K, lo cual satisface la Definicion 4.6 = K es secuencialmente compacto,
y por el Teorema 4.10, K es compacto. O
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Capitulo 5

Espacios de Funciones

5.1. Espacios C(X,Y) y C*(X,Y)

Definicién 5.1 (Conjunto de Funciones Continuas). Dados dos espacios métricos (X,d) y
(Y, p), definifimos al conjunto de las funciones continuas de X en Y como

C(X,Y)={f:X =Y | f es continua }

Notacion. Cuando (Y, p) = (R,dz) donde ds es la métrica inducida por la norma |||, es
usual escribir C(X) en lugar de C(X,R)

Observacién. Para definir al conjunto C*(X,Y) es necesario dar la nocién de funcion aco-
tada.

Definicion 5.2 (Funcion Acotada). Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos. Diremos que
una funciéon F': X — Y es acotada si Jyp € Y y M > 0 tales que

Ve e X = p(f(z),y0) <M
es decir, que el conjunto f[X] es acotado
Ejemplo 5.1. Cualquier funcién constante es una funciéon acotada.

Ejemplo 5.2. Consideremos a la funcion f : R — R definida por medio de la regla de
correspondencia

donde R tiene la métrica usual ||

Proof. f es una funcién acotada porque V z € R sucede que
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il <
1422

@)= 0] = |

y asf f[R] C B(0,1)

.. [ es acotada O

Ejemplo 5.3. Toda funcién continua f : X — Y con X un espacio métrico compacto es
una funcién acotada.

Proof. Como f es una funcién continua y X es compacto = f[X] es compacto en el espacio
Y. Asi que f[X] es cerrado y acotado en Y, y en particular, es un conjunto acotado. O

Definicién 5.3 (Espacios de Funciones Continuas y Acotadas). Sean dos espacios métricos
(X,d) y (Y, p), definifimos al conjunto C*(X,Y") como el conjunto

C*(X,Y)={f:X — Y| f es continua y acotada }

El conjunto C*(X,Y") es llamado conjunto de funciones continuas y acotadas de X en YV

Es muy claro que C*(X,Y) C Cx(X,Y)

Lema 5.1. Sean dos espacios métricos (X,d) y (Y, p) arbitrarios, si f,g € Cx(X,Y) =
3 sup{p(/(x), 9(z)) | v € X} € R

Proof. Supongamos & € X arbitrario. Como f, g son funciones acotadas Jy1,yo y My, My >
0 tales que V z € X s.t.q.

p(f(2),y1) <M y p(9(2),y2)

En particular, para z = z se cumple lo siguiente

p(f(x),y) <M y p(g(), y2)

= p(f(z),9(x)) < p(f(2),y1) + p(y1,9(x))
< p(f(@),y1) + p(y1, y2) + p(y2, 9(x)) < p(y1,y2) + My + Mo

Definamos a M3 = p(y1,y2) + M1 + My = el conjunto {p(f(x),g(x)) | x € X} es no vacio
y estd acotado superiormente por M3 € R, ya que una métrica es una funcion f: X — R

o3 sup{p(f(x),g(x)) |z e X} eR O

Teorema 5.1. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos arbitrarios. La funcion d,, : C*(X,Y") x
C*(X,Y) — R definida por

du(f,9) = sup{p(f(z),g(z) | z € X}

es una meétrica en C*(X,Y)
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Proof. Sean f,g € C*(X,Y) elementos cualesquiera.

Notemos que Vz € X s.t.q.

p(f(x),9(z) = 0= sup{p(f(z),9(z) |z € X} =du(f,g) 20

Por lo que d,, es una funcién no-negativa. Ademés, notemos que

du(f,9) = sup{p(f(z),9(z) |z € X} =0 p(f(z),9(z) =0 Vre X = f(z)=g(z) & f=9g

Por otra parte, como p es simétrica

du(f,9) =sup{p(f(2),9(z) | * € X} = sup{p(g(x), f(x) | v € X} = du(g, f)

Finalmente, supongamos h € C*(X,Y) =

du(f,9) = sup{p(f(z),g(z) | z € X}
<sup{p(f(z), h(z) | v € X} +sup{p(h(z),9(z) | z € X} = du(f, h) + du(h,g)

.. dy es una métrica en C*(X,Y) O
Teorema 5.2. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos arbitrarios, (fy),cy una sucesion
en C*(X,Y),y f € C*(X,Y). Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. La sucesion (fy),cy converge a f en (C*(X,Y),d,)

2. La siguiente proposiciéon es verdadera

Ve>03INeNVn>2NVzeX=p(fula),f(z)) <e

Proof. 1. = 2.
Sea £ > 0 arbitrario.

Como lim fo=fen (C*(X,Y),d,) = IN € N tal que

Vn>2N=d(fn,f)<e
= Vn >N =sup{p(f(z),9(z) |z € X} <e
= Vn2N=p(f(z),g(z) <e

Esto porque p(f(z),g(z) < sup{p(f(z),g(z) | * € X}, por lo que si el supremo es menor
que ¢, todos son menores que €

2. = 1.

Sea & > 0 arbitrario. Por el inciso 2. 3n € N tal que

Vo> NVYzeX=p(fu(lx),flz) <

DO ™

90



5.1. ESPACIOS C(X,Y) Y C*(X,Y) CAPITULO 5. ESPACIOS DE FUNCIONES

= Vn>NVareX = sup{p(fal@), f(@) | 7 € X} = dulfas f) < = <&

| ™

VRN =dy(fu, f) <e

Asi lim fon=/fen (C*(X,Y),dy,) O

Definicion 5.4. Sean X un conjunto no vacio y (Y, p) un espacio métrico, diremos que una
sucesion de funciones

(fn: X—=>Y|neN) 0 (fa: X =Y), N

converge uniformemente a una funcion f: X - Y &

Ve>03aINeNVn>2NVzeX = p(fu(z), f(x) <e
Notacion. En ese caso escribimos f,, = f, donde f es el limite uniforme de la sucesion.

Ejemplo 5.4. La sucesion de funciones (f,),cy, donde f: R — R estd dada por

fn(x) = %Sin(mc +n) Yn € N

converge uniformemente a la funciéon constante 0

Proof. Sea € > 0 arbitrario. Como |[sin(z)| <1 =

1

1
= E|sin(mc +n)| <

|f(x)’:’nsin(nac+n) %

Asi que, eligiendo alguna N € N tal que % <N =sim> N yzx & X es cualquiera, s.t.q.

1

| fm(z) — 0] = i|Sin(mac+m)| < =< €

1
7\7<
m m N
S fa=0 O

Definicion 5.5 (Convergencia Puntual). Sea X un conjunto no vacio cualquiera y (Y, p) un
espacio métrico. Diremos que una sucesion de funciones

(fn: X—=>Y|neN) o (fn: X =Y), N

converge puntualmente a la funciéon f: X - Y & Vo € X s.t.q.

lim f,(z) = f(z)

n—oo

en el espacio (Y, p)
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Notacién. En este caso diremos que f es el limite puntual de la sucesion de funciones
(fn)nEN y se denota como f,, — f

Observacion. La nocién de convergencia puntual nos ayuda a ver con mas facilidad si una
sucesion de funciones converge uniformemente, esto por el Lema 5.2

Lema 5.2. Sea X un conjunto no vacio y (Y, p) un espacio métrico. Si (f,, : X - Y | n € N)
converge uniformemente a f: X - Y = (f, : X =Y | n € N) converge puntualmente a f

Esdecir f, 2 f=fn—f
Proof. Supongamos z € X cualquiera y € > 0

Como f, = f, para e

INeNVn>2NVae X = p(fulx), f(z)) <e

En particular Vn > N y el elemento z ocurre lo siguiente

p(fn(2), f(2)) <e

oo lm f,(2) = f(2) por la definicion de limite

n—oo

Como z fue arbitrario s.t.q. fr, = f O

Ejemplo 5.5. La sucesion de funciones (f;,) donde f, : [0,1] — R definida por la regla

de correspondencia

neN

flx)=2"VneN

converge puntualmente a la funcion f : [0,1] — R dada por

0 si0<z<1
f(z) = .
1 siz=1

Proof. Sea z € [0, 1] f.p.a. Para z( se tienen los siguientes casos

1. o = O
= fulxo) = fn(0)=0"=0VneN
Es claro ver

f(z0) = f(0) =0= nh_{T;o fu(®0) = f(20)

2. 1170:1

En este caso, (fn(xo))neN es la sucesion constante de valor 1
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f(xo) = f(1) = 1= lim fn(z0) = f(z0)

3. Xo € (0, ].)

1

:>9:0<1yestoimplicaquew—lo>1,asiquehzz—o—l>Oestalque1+h:%,y

asi, s.t.q.xg = h%_l
Luego, Vn € N= z¢" = ﬁ Por el Teorema del Binomio de Newton s.t.q.
A+R)" =" (Z) 1*p"%  VYneN
k=1

= Vn € N se cumple que

L+h)" = (”) 1"hmn 4 ( " 1>1”1h”(”1) = 1+nh>nh
n n —
n=1

= Vn > 2 se cumple que

1 1
L ) -
= T € = A (e = S(e)

= f O

Lema 5.3. Sea X un conjunto no vacio, (Y, p) un espacio métrico, (f, : X - Y | n € N)
una sucesion de funciones, y f : X — Y una funcion.

Supongamos que f, = f =
1. Si todas las funciones f,, : X — Y son acotadas = f : X — Y también es acotada.
2. Si (X,d) es un espacio métrico, y cada f, : X =Y € C(X,Y) = f € C(X,Y)
Proof. 1. Aplicando la Definicién 5.4, con ¢ =13 N € N tal que

Vn>2NVeeX=p(fula),flz)<e=1

En particular

Ve X = p(fn(z), flz) <1

Como fy : X - Y esacotada = Jy €Y yr > 0 tales que

fn(x) € fn[X] € B(y,r)

Defina R = r + 1. Resulta que

fIX] € B(y, R)
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En efecto, supongamos f(x) € f[X] es arbitrario =

p(f(x),y) < p(f(2), fn(2)) + p(fn(2),y) <147 =R

.. [ es acotado
2. Supongamos que xg € X es arbitrario.

Sea ¢ > 0. Como f,, = f =, utilizando la Definicién 5.4 para ¢ 3n € N tal que
Vnz2NVzeX = p(fu(z),f(x) < %
En particular
Vo X = p(fn(e), f(2) < g
Debido a que fy : X — Y es continua en zo, para ¢ 36 > 0 tal que

Vo e X = d(z,zg) < 0= p(fn(z), fn(zo)) <

co| ™

Veamos que V € X = d(z,z9) < 0 = p(f(x), f(xo)) <&

En efecto, sea z € X arbitrario tal que d(x,z9) < § =

p(f(z), f(zo)) < p(f (), [ (@) + p(fn(2), f(20))

< p(F(@), (@) + p(F(x0), fv(@0)) + p(Fn (o) + (@) < S+ 5 +2 = 5= <

. f es continua en xg

Observacién. Volviendo al Ejemplo 5.5, cuando f,,(z) = 2™ sabemos que f, — f donde

0 si0<r<1
f(z) = .
1 siz=1

Pero po el Lema 5.3, sabemos que f,, & f porque f no es continua y f, si lo es.

Teorema 5.3. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos. Si (Y, p) es completo = (C*(X,Y), dy)
también es completo.
Proof. Supongamos que (f, : X —Y), .y es una sucesién de Cauchy en (C*(X,Y),d.)

Veamos que Vo € X = (fn(x))neN es de Cauchy en (Y p)

Supongamos que o € X es un elemento cualquiera. Sea € > 0 arbitrario. Como (f,),,cy €8
de Cauchy en C*(X,Y)3 N € N tal que
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Va,m>2N = dy(fo, fm) <€

Pero du(fnafm) = Sup{p(fn(x)afm(x)) | HAS X}

Ast que p(fa(@0), fn (0)) < du(fas fn) POTque dy es el supremo

= Vn,= N = p(fn(z0), frn(20)) < du(fr, frm) <

" (fn(xo))neN es de Cauchy en (Y, p)

Debido que Vz € X (fn(x))neN es de Cauchy y a que (Y, p) es completo Jy, € Y tal que

lim fr(2) =y, = f(z) € (Y,p)

n—oo

Esto si definimos f : X — Y por medio de f(z) = y.
Veamos que f € C*(X,Y). Por el Lema 5.3 basta ver que f, = f, yaque (f),cy € C*(X,Y)

En efecto, sea ¢ > 0. Como (fy),cy es de Cauchy en (C*(X,Y),d,) 3N € N tal que

Vi,m = N = du(fa, fn) < %
= Vn,m 2= N = p(fn(z), fm(x)) <

OO\(")

Esto porque d, es el supremo. Resulta que

vn>vi€X:>p(fn(x)vf(x)) <e

En efecto, sean n > N y xp € X arbitrarios

Como lim fy,(20)0yz, = f(w0), para § 3 M € N tal que
n—o0

Ym>M = p(fm($0)7f($0)) <

| ™

SeameNconm>Nym>M

p(Fa(@0), £ (@0)) < plfa(w0), fin(w0)) + p(fin(w0). Flx)) < G+ 5 <€

R —

Aplicando el Lema 5.3 = f € C*(X,Y). Como (f,),cy es de Cauchy en C*(X,Y) y f €
C*(X,Y), v fn = f, por el Teorema 5.2 li}m fo=fen (C*(X,Y),d,)
n—oo

. (C*(X,Y),d,) es completo O

Corolario. Si (Y, ||-|ly) es un espacio de Banach real = (C*(X,Y),|||,) también es un
espacio de Banach, donde

[fll, = sup{f(2) | = € X}
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5.2. Teorema de Arzelad-Ascoli

Definicién 5.6 (Equicontinuidad). Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Diremos que
F CC(X,Y) es equicontinua en y € X <

Ve>030>0Vee X =dz,y) <d=VfeF=p(flx),fly)<e

Diremos que .% C C(X,Y) es equicontinua en todo X < % es equicontinua Vz € X

Ejemplo 5.6. Si .% = {F1,Fa, ..., f,} donde f; : X — Y es una funcién continua en X Vi €
{1,...,n} = & es equicontinua en cada y € X

Proof. Sea ¢ > 0. Como cada funcion f; es continua en y € X 341, s, ..., o, > 0 tales que

Defina 6 = min{dy, ds, ..., 0, } =

Vee X =dz,y) <0 <d; = Vie{l,..,n} =rho(fi(z), fi(y)) <e

Asi

VeeX =dx,y <d=VfeF=pfx),fly)<e

.. 7 es equicontinua en y € X. Como y fue arbitraria, .% es equicontinua en todo Y O

Teorema 5.4 (Valor Medio). f : [a,b] — R es continua en [a, b] y derivable en (0,1) = Jy €
(a,b) tal que f'(y) = LGL@

b—a

Ejemplo 5.7. Sea &# = {f, : [0,1] — R | n € N}. Resulta geu .% es equicontinua en cada
xo € (0,1) donde

fu(z) = —T

Proof. Sea zy € (0,1). Para y € [0,1] con y # xg, por el Teorema 5.4 aplicado a f, 3 z,
entre y y 2o (y < zn < o sl y < xg 0 To < 2, < Yy sl ¢y < y) tal que

fn(y) = fn(zo)

Yy —To

2" = fulzn) =
Observe que Vx € [0,1] = |z"] < 1. Asi

fn(y) = fn(zo) <

[fae)] = |2 < 1= | L

Por ello

96



5.2. TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI CAPITULO 5. ESPACIOS DE FUNCIONES

| £n(y) = falzo)| < |y — x| VR €N
Sea € > 0 arbitrario. Defina § = ¢. Claramente es positiva, y ademés
Vyel[0,1] =d(y,zo) =|ly—20|<d= VneN= ‘fn(y) — fn(x0)| <e

S F{fn1]0,1] = R | n € N} es equicontinua en zg O

Teorema 5.5. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Si .# C (C*(X,Y),|-]|,) es total-
mente acotado = % es equicontinua.

Proof. Sea x € X arbitrario. Sea ¢ > 0 arbitrario. Debido a que % es totalmente acotado
AFy, ..., fn € C*(X,Y) tales que

& &
F C “Ju.. -
» < 5(02) 00 (1)

Como cada f; es continua en g, para § > 039; > 0 tal que

VeeX =dx,z) <d = p(fi(z), filzo)) <

>~ m

Definamos § = min{ds, ...,0,} Vi € {1,...,n}

Veamos que

Vee X =dx,z) <d=VfeZF=p(flx),f(x))<e

En efecto, sea x € X arbitrario con f(z,x0) < ¢

Supongamos que f € % es cualquiera = 3¢ € {1,...,n} tal que f € B (fi7 %) Asi,

.. F es equicontinua en zg O

Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Si .# C C*(X,Y) es un subconjunto
compacto = .% es equicontinua.

Por el Teorema 4.11, todo compacto es totalmente acotado, y por Teorema 5.5 si un

subconjunto & C C*(X,Y) es totalmente acotado es equicontinuo. O

Definicion 5.7 (Puntualmente Acotado). Sean X un conjunto no vacio y (Y, p) un espacio
métrico. Sea . una coleccion de funciones de X en X. Diremos que % es puntualmente
acotado si Vo € X el conjunto {f(z) | f € .#} es un subconjunto acotado de (Y, p)
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Lema 5.4. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos. Si % C C*(X,Y) es un subconjunto
acotado = % es una familia de funciones puntualmente acotada.

Proof. Como .# C (C*(X,Y),|[||l,) 39 € C*(X,Y) y un r > 0 tales que .# B(g,7) =
VieF =duf,g) <r

Asi

Vee XV feF=p(flzx),g(@) <dulf.g) <r

Sea x¢ € X arbitrario. Veamos que {f(zo) | f € #} C B(g(xo),r + 1) es un subconjunto
acotado.

Supongamos que f € .F es cualquiera =
p(f(z0),g(x0)) <7 +1

- f(wo) € B(g(wo),m +1)

.. F es puntualmente acotado como {f(z) | f € Z} es acotado en (Y, p) O

Lema 5.5. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Si X es compactoy .# C C*(X,Y) es
equicontinua y puntualmente acotada = .# es un subconjunto acotado de (C*(X,Y), |||,,)

Proof. Veamos que 3¢ € C*(X,Y) y r > 0 tal que # C B(g,7) en (C*(X,Y),[]|l,.)
Sea x € X arbitrario. Como .% es equicontinua en x = para ¢ = 136, > 0 tal que
VzeX=dz,x)<d, = VfeZ=p(f(z),fzx) <e=1

= la coleccion % = {B(x,0,) | * € X} es una cubierta abierta de X, es decir

X = B(x,4)

zeX
Como X es compacto 3 1, ...,x, € X una cantidad finita de elementos de X tales que
X = B<$1,6I1> U...u B(.’En,égjn)

Debido a que .# es puntualmente acotado Iy, ...,yn € Y y r1, ..., > 0 tales que

Vie{l,..,n} = {f(z:) | f € £} C B(yi, i)

Defina a g : X — Y por medio de g(z) =y; con z € X
Claramente g € C*(X,Y), ya que g(z) es una funciéon constante y por lo tanto acotada.

Defina también R =14 r1 + ... + 7, + p(y1,92) + .. + p(Y1, Yn)
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Resulta que % C B(y, 10,000 - R)
En efecto, sea f € . y x € X cualquiera.

Como X = B(x1,0y,)U..UB(xy,d;,)3i € {1,...,n} tal que x € B(x;,dy,) = d(z, ;) < 0g,.
Asi

VheF = plh(z), h(z:)) < 1

En particular p(f(z), f(x;)) < 1. Luego

p(f(x),9(x)) = p(f(x),11) < p(f(2), f(2:)) + p(f(2i),y1)
< p(f(x), f(z:)) + p(f (i), yi) + +p(yi, y1) < 1+ 75+ p(ys, y1) < R < 10,000 R

. F C B(y,10,000 - R) = Z es acotada. O

Lema 5.6. Sea (X, d) métrico completo y .# C C*(X,R™) un subconjunto acotado = IK C
R"™ compacto tal que

VieZ = fIX]CK

Proof. Como .# est4 acotado en (C*(X,R"),d,) Jy € C(X,R") y r > 0 tal que .# C
B(g,r)

VieZ =dufg) <r

Debido a que g : X — R™ es continua y X es compacto g[X] = {g(z) | z € X} es un
subconjunto compacto de R

Por el Teorema 3.2 = g[X] es acotado, asi, 35 € R™ y R > 0 tal que
9[X] € B(y,R) € R"

Definamos 75 = 7 + R + ||7]l,. Resulta que B(0,75) es un subconjunto compacto de R™.
Veamos que

VfeZ = fIX]CK

En efecto, suponga f € Z es un elemento cualquiera. Sea x € X arbitrario. Observer que
g[X] < B(0, R+ [|41))

= [|f(@) = 0[], < [[f(z) = g@)[|, + [lg(=)]],
<du(f9) + |l9(@)]|, <r + R+ gl = ra

Asi f(z) € B(0,r5) € B(0,13) = K

~LfIXICK O
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Teorema 5.6 (Arzela-Ascoli). Sea (X, d) un espacio métrico completo = V. C C*(X,R").Z%
es un subconjunto compacto de (C*(X,R"),d,) & Z es cerrado, equicontinuo, y puntual-
mente acotado.

Proof. = Por el Teorema 4.11, todo compacto es totalmente acotado y cerrado. Ademés,
por Teorema 5.5 todo .# totalmente acotado es equicontinuo, y por el Lema 5.4 como #
es acotado es puntualmente acotado.

<« Primero, note que C*(X,R") es completo, porque (R", ||-||,) es completo. Por el Teore-
ma 4.11, para probar que % es compacto, basta probar que % es totalmente acotado y
cerrado.

En efecto, sea ¢ > 0 arbitrario. Por el Lema 5.6 3 K C R™ compacto tal que V f € % =
fIX]C K

Como K es compacto, y a que la siguiente colecciéon de bolas

&
=B, —— | e R"
v {(y’10,000|y€ }

es una cubierta abierta de K 34, ..., ¥, € R" tales que

& &
KCB(g UB (fny o
= (yl’lo,ooo) Jo Y (y”“ 10,000)

Como # es equicontinua Vx € X = para 15555 3 9= > 0 tal que

g
10, 000

VzeX=d(z,x) <= VfeZF=|flz)— fz)| <

Como X es compactoy % = {B(z,d, | x € X} es una cubierta abierta para X 3x1, ..., z) €
X tales que

X = B(x1,0:,) U ... U B(2g, 6z,.)

Definamos ® = {a: {1,....,k} = {1,...m} | 3 fe F}

‘ . €
= Vie{l,...,k} = f(z;) € B (y“(i)’ 10%0)

Como la cardinalidad |®| < m* = ® es finito

VY a € ¢, fijemos una tnica funciéon f, € Z tal que

- e

Note que {fs | @ € &} C.# C C*(X,R") es finito porque P es finito.

Resulta que

F C | B(fare)

acd
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Esto mostraria que .% es totalmente acotado.

En efecto, sea f € .# cualqioer elemento, y sea i € {1, ..., k} arbitrario. Como ocurre que

g g
Ve fiIX|CKCB (i, —-—-)U..UB (i, ——
fle) e IXIC K S <y1’10,000>U Y (y 10,000)

es posible elegir un tnico j(i) € {1,...,m} tal que

. 5
f(z:) € B <yj(i)a 10000)

Defina « : {1,....,k} — {1,...,m} mediante la regla de asociacion a(i) = j(i). Note que
a € ®. Consideremos a la funcién f, asociada ac. Veamos que

f € B(fa€) & du(f, fa) <€

Sea x € X arbitrario = Ji € {1,...,k} tal que x € B(z;,0,,). Asi d(x,z;) < dg,

i

= [£@) = fal@)]l, < 17@) = S @), + /@) = fa@],
< |1 = f@ll, +||£@0) = Fao||, +[|date) - f2@)|

|
2

< [1£@) = F@ll, + ||/ @) — Faco + @) = fa@)],

<4 f 4, _ e .
10,000 ' 10,000 ' 10,000 " 10,000 _ 10,000

|
2

:'joz(i) — /a1 (xz)

Ast f € B(fa,€) = F C Upcp B(fase)

. F es compacto porque es totalmente acotado y cerrado O

Supongamos que U C R™ y que .# = {f, : U — R"} es una familia de funciones
continuas que es equicontinua y puntualmente acotado = 3 una funcién continua F : U —
R™ y una subsucesion (f,, ),y de la sucesion (fy,), oy tal que V K C U compacto

Definicién 5.8 (Cerradura). Sea (X, d) un espacio métrico. VA C X definimos a la cerradura
de A en (X, d) como el conjunto

cl(A) = AUder(A)

Definicion 5.9 (Relativamente Compacto). Diremos que A es relativamente compacto en
(X,d) < cl(A) es un subconjunto compacto.

Teorema 5.7 (Arzela-Ascoli Il). Sean (X, d) un espacio métrico compacto y (Y, p) un espacio
métrico completo = .F C C*(X,Y).Z es relativamente compacto en (C*(X,Y),d,) & F
es equicontinuay Vo € X = {f(z) | f € #} es relativamente compacto en (Y, p)
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5.3. Teorema de Stone-Weierstral}

Definicién 5.10 (Polinomios de Bernstein). Sean n € NU {0} y ¢ € R. Definimos al n-ésimo

polinomio béasico de Bernstein como el polinomio

O,k (t) = (Z) th(1— ) F

donde (Z) = ﬁlk),

Teorema 5.8. Seann e NU{0} yt € R

- éo ()

g =8 = 3 (t— g)zan,k(t)

k=0
Proof. 1. SeanneNU{0}yteR

Para n = 0, como 0° = 1, tenemos el resultado.

Sin € N = por el teorema de Newton

1=1"=(t+ (1 —t) =§<)t’“1—t Zienxk

2. Seann e NU{0} yteR
n=0

Sin=0=nt=0= > k0,x(t)
k=0

Sin>1=n-—1€NU{0}. Asi, por el inciso 1. aplicado a n — 1, s.t.q.

n—1 n—1 n 1 n—1 n 1 ( )
- k _ "*1*]‘7: - ki1 _ p\n—(k+1
=5 (et 25 (7 g

k=0

Observe que
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n—-1\_ (-1} = (n-=-1) n! k+1 n! k+1
< )_k!(n—l—k)! Hn—k+0)l n k+1 (k+D!n—(k+1) n

n—1 n—1
_ n =1\ k1 n—(b+1) _ noy ktlen n—(k+1)
t=> ( k >t (1—1t) =) be1) ot (1—1t)

k=0 k=0

Defina j =k + 1. Note que si K =0,1,2,...,n—1=j =1,2,....,n. Luego,

50 v

J

Observe que para j =0 = % =0= (?) 1t1(1—1)"77 = 0. Asi

n

Lo que demuestra al inciso 2.

3. Seann e NU{0} yteR

n=0
Sin=0=n?—n)t=0= Y (k* — k) 0 x(t)
k=0
1
Sin=1=@0?>—n)t=0= 3 (k> — k) O 1(t)
k=0

Sin>2=n-—2¢eNU{0}. Asi, por el inciso 1. aplicado a n — 2, s.t.q.

n—2

1= (n R 2)75’“(1 —gnr

k=0

Observe que

(n—2>:k((n—2)! ‘_(n—l)n'(k+1)(k—|—2):< n >'(k;z;llz(llc):2)

2 on \k+1)(k+2) o
Z)(Jrz) oD 1Y
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Multiplicando por #2

n—2
5 _ n \E+DE+2) pyo,  n-2-k
= kZ:O (k + 2) (n—1)n £ (1-1)

Definiendo j =k + 2 =

- multiplicamos la expresién del inciso 1 por ¢2, y a la

2
4. Como (t—£) =22k 4
(_

k22
nZ
expresion del inciso 2. por (—2)% y obtenemos lo siguiente

t

2 _ S 2 042 _ n _ ﬁ

2= 1?00 k(t) y 22 =) ( 2)— On k(%)
k=0 k=0

Luego sumamos las expresiones 2, y 3. y multiplicamos por %

mr e omf S+ > E 60

n2

t < SN Ly
=27 — 4t - — = D 0 n(t) + Z(—z)g Onie(t) + 5 Oni(t)
k=0 k=0 k=0
Es decir,
t2 =t N[, 2kt K2 " E\°
T T T =Z<t -t 9n,k(t)=Z(t—) O,k (1)
k=0 k=0
.. es cierto el Teorema 5.8 O
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Definicién 5.11 (Polinomios de Bernstein Il). Sea f : [a,b] — R una funcién continua . Dado
n € N definimos al n-ésimo polinomio de Bernstein de f como

B0 =3 (1) 6= 6041 (a+ £~ )

k=0

donde t € [a, b]

Note que si f : [0,1] — R es continua

YVt e[0,1]

Teorema 5.9 (Aproximacién de WeierstraR 1). Si f : [0,1] — R es continua = la suce-
sion de polinomios (B,,(f)), . converge uniformemente a f en [0,1], o equivalentemente
lim B, (f) = f en el espacio métrico (C*([0, 1],R), ||-||,) = (C([0,1],R), [|-]|,,)

n—roo

Proof. Si f es la funcion constante 0
= B,(f)(t) =0¥neNytec]|0,1]. Es claro que h;m B, (f) = fen (C*([0,1],R), ||-]|,)

Si f no es la funcién constante 0

= [lfll, = Iflloe =0
Sea £ > 0. Queremos ver que 3n € N tal que Vn > Ny Vt € [0,1] = |B,(f)(t) — f(t)| <e
Como [0,1] es compacto f es uniformemente continua, esto por el Teorema 3.9, asi, para

15 > 0346 >0 tal que

Va,ye[0,1] = o —yl <6 = |f(2) - f(y)] < —

10
Como N no esta acotado superiormente en R3 N € N tal que
ol : o U
Veamos que
Vi > NVte0,1] = |f(t) - Ba(f)®)] < % <
Sean > N y t € [0,1] arbitrarios =
n > 5% y n > |J;|l‘2’°
= —<it= \;ﬁ <4 y % < @
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Por otra parte, si definimos

k k 1
Fi={k . t— = Fo =<k . t— 2>
1 { € {0, ,n}|‘ n’< %} y 9 { € {0, ,n}|’ n‘ %}

= sucede que

{07",ﬂ} = FlLJFQ y Flrij =

Por lo que podemos separar

-1 (%)

Vamos a acotar a las sumas =y T

£ = BN < 30

keF1

Observe que, para =, si k € F; =

k 1
‘t‘<<6
n

n

y aplicando que [0, 1] es compacto y f es uniformemente continua s.t.q.

|f<t)—f (i)‘ <<

&3 £ &3
On k(1) < Y 15 Onk(t) < > 15 Onk(t) = 75 D Oni(t) = o
k=

keFy 0 k=0

=2

keF1

-1 (%)

Ahora, para T, como Vk € Fy =

t— —

106



5.3. TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS CAPITULO 5. ESPACIOS DE FUNCIONES

Por lo que acotamos

Ademas, como

Por lo que

2
JVCED SET{ M () IV L0

k€EF3

n 2 n 2
<y <2||f||oo<t - ,’j) -/ 9n,k<t>) = 2l|fll vy (t - ﬁ) 0
k=0 k=0

= o) f)l v =)

Pero para t € [0,1] s.t.q. 0< (E—3) =2 —t+ 2 =2 ¢ < L

'S

. i Vi 1
_ i < N0 < y- .z
- 3 Jr0 F()|8nst0 < 2L - ) < 2L L2
Comon > N > Hfg”;" =e? > Hfﬂ; = 2'%; i < o
k vn 1 ¢
_ i < Yy 2
= 3 (10 -1 ()| onatty <21 LE - S <
keF,
|f(6) = Bu(N)@®)|=E+T < S5+5=T<e
s Bulf) = f O

Teorema 5.10 (Aproximacion de WeierstraB I1). Sean a,b € R con a < b. Si f : [a,b] = R es
una funcién continua = 3 una sucesion de polinomios (P,), y tal que P, = f en [a,b]

Proof. La funcion ¢ : [0, 1] — [a, b] definida por ¢(z) = a+x(b—a) es una funcion biyectiva
y continua, y su inversa es la funcion ¢! : [a,b] — [0, 1] dada por:

y—a
b—a

o M (y) =
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Defina g = fop : [0,1] = R, y como la composicion de funciones continuas es continua,
g es una duncién continua. Observe que si f es una funcién constante = podemos definir
P, = fVn € N. Claramente, cada P,, es un polinomio de grado cero, y también es claro
que P, = f. Asi, supongamos que f no es una funciéon constante.

Por el Teorema 5.9, la sucesion (B,,(g)) converge uniformemente a la funciéon g en [0, 1].

Defina, para n € N

neN

Veamos que cada P, es un polinomio, y que P, = f en [a,b]. En primer lugar, sea n € N
cualquiera

Como B, (f)(t) es un polinomio, multiplicado por el real (= a)" = P, sigue siendo un
polinomio.

Ahora, veamos que P, = f

Sea ¢ > 0 arbitrario. Por el Teorema 5.9 B,,(¢g) = g en [0,1] y 3N € N tal que
Vn>NVaze(0,1] = |B.(g)(zx) —g(z)| <
Como g~! : [a,b] — [0,1] es biyectiva = Vx € [0,1]3 una tnica t € [a,b] tal que o~ 1(t) =z

=Vn>=2NVteEab =

Ba(9)(¢ ™1 (0) — glp™ ()] < 3

=Vn > NVEe (o= |Balg) 0w ™)) - (Fon)le (1)) < 5
S Vn> NVEe o= [Pult) - f(B)] < 5 <e
P, = fen [a7b] -

Observacion. Sabemos que la convergencia preserva continua. Es decir, si f,, es continua

i X=>Y=>ff=3f:X—>Y

(Ocurre lo mismo con la derivabilidad e integrabilidad de funciones? Veamos que para la
derivabilidad, no es cierto esto dltimo.
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Ejemplo 5.8. Consideremos a la funcion f : [-1,1] — R dada por f(z) = |z|. La funcion f
es continua en [—1,1], y no derivable en o = 0. Pero por el Teorema 5.10 3 una sucesion
de polinomios (P,),,cy donde

Pa(t) = Z_j () e+ 0te-1*s <1 +(%)a- <1>>>

tales que P, = f en [—1,1], y por la secundaria, se save que todo polinomio es derivable
en R

Definicién 5.12 (Uniformemente Cauchy). Las sucesiones (f,, : X — Y | n € N) que tienen
la propiedad

Ve>03dNeNVnm=2NVzeX = p(fnlz),fm(x) <e

son llamadas sucesiones de funciones uniformemente Cauchy

Teorema 5.11. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos, donde (Y, p) es completo. Si
(fn: X =Y | n € N) es una sucesion de funciones tal que

Ve>03aINeNVnm=2NVzeX = p(fu(z), fm(z)) <e

es uniformemente Cauchy = 3 f: X — Y talque f,, = fen X

Proof. Sea x € X cualquier elemento. Resulta que la sucesion ( fn (x))n es de Cauchy en

(Y. p)

En efecto, sea € > 0 arbitraria. Por satisfacer la Definiciéon 5.12, 3 N € N tal que

eN

Vnm>2NVzeX=p(fu(z), fm(z) <e

En particular como z € X

Vn,m 2 N = p(fu(2), fm(z)) <

Asi (fn(x))neN es de Cauchy en (Y, p). Como (Y, p) es un espacio métrico, Iy, € Y tal que
lim fu(z) = o en (Y;p)
n—oo

Definamos f : X — Y por medio de f(z) = y, = veamos que f, =% fen X

Sea € > 0 arbitrario. Aplicando la Definiciéon 5.12, 3 N € N tal que

Vn,m>=NVx € X = p(fu(z), fr(z)) <

N

Veamos que

Vnz2NVeeX = p(fule), f(z)) <e
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Sean n > N y x € X cualesquiera elementos

Como lim f,(z) = f(z) para § > 03 M € N tal que

n—oo

Vm>MVaeX = p(fn(@), f(z)) < S
SeameNtalquem >Nym>M =
pUJn(), F@) < (), (@) + plfm(@), @) < S+ 5 = 5 <
Sfn=fenX O

Lema 5.7.Si f, = fen X = (f, : X = Y | n € N) es uniformemente de Cauchy

Teorema 5.12. Sia < by (fn: (a,b) = R | n € N) es una sucesion de funciones tal que
1. Cada f,, es derivable en (a,b)
2. 3o € (a,b) tal que nh_}n;o fo(zo)3 €R
3. J una funcién ¢ : (a,b) — R tal que f, = ¢

= 3f:(a,b) > Rtal que f,, = f, f es derivable en (a,b),y f' =g

Proof. Veamos que la sucesion (fy,),, ¢y €s uniformemente de Cauchy en (a, b)

Sea & > 0 arbitrario. Como f;, = g, por el Lema 5.7, la sucesion (f},) <y ©s uniformemente
de Cauchy en (a,b) = I N € N tal que
€
Vn,m>NVaze (a,b) = |fr(z) — fr,(z)] < 10— a)

Por otro lado, debido a que lim 3 € R, la sucesion (fn(azo)) cn s de Cauchy en R =
n—oo n
para £ 3 M € N tal que

Vn,m 2 M= |fu(zo) = fm(zo)| <

W

Sea K = max{N, M}. Resulta que

Vn,m>KVzx € (a,b) = ]fn(x) — fm(@)| <€

En efecto, sean n,m > K y x € (a,b) cualesquiera elementos.

Six=x9g=>comon,m=>=>K=nm>=>M=

‘fn(x) - fm(x)’ = ’fn(xo) - fm(l‘o)| < Z <e€

Si x # xp = el intervalo cerrado I de extremos x y x estd contenido en (a,b) =1 C (a,b).
Como f, y fm son derivables en (a,b) = f, — fm es derivable en (a,b), y por tanto, es
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derivable en el intervalo I. Aplicando el Teorema 5.4 a f, — fm, s.t.q. 3¢ entre z y xqg tal
que

(fn(2) = fm (@) = (fn(20) = fm(20))

Tr — X

fr(0) = frmle) =

= |fa(@) = fu(@)] = |(z = 20)(fn(c) = frn(€)) = (fal@o) = fin(20))]
<|fale) = Frn(@|(0 = a) + [ falz0) = fn(20)| <

£ 5
0—a) -(b—a)+1<e

.. por lo anterior, 3 f : (a,b) — R tal que f, = f en (a,b)
Ahora, veamos que [ es derivable en (a,b) y que f' =g

Sea z € (a,b) cualquiera. Definamos Vn € N a la funcién ¢, : (a,b) — R con la regla de
correspondencia

W siz# 2z
@n(x): lim M:f’ (z) siz ==z
n— oo L "

Veamos ahora, que 3 ¢ : (a,b) — R tal que ¢,, = ¢, para ello, por el Teorema 5.11, basta
probar que (f, : X = Y | n € N) es uniformemente de Cauchy.

Sea ¢ > 0. Como (f;,),  es uniformemente de Cauchy, 3N € N tal que

Vn,m>NVaze (a,b) = |fr(x) - f(x)] <e

Veamos que

Vn,m>NVz e (a,b) = }fn(x)—fm(:c)| <e

En efecto, sean n,m > N y x € (a,b) cualquiera.

es uniformemente de Cauchy =

Siz =z = como (f},) _y

’Spn(x) - ‘pm(x)’ = "Pn(z) - @m(z)’ = ’f;z(x) - f;z(x)‘ <e

Si x # z, por ello, s.t.q. 2,z € (a,b) = con el intervalo cerrado I, de extremos x y z = 1C
(a,b). Debido a que f,, y fm son deribables en (a,b) = f, — fm es continua en I y derivable
en el abierto de extremos = y z. Por el Teorema 5.4, 3 ¢ entre x y z tal que

£106) = £1() = (fa = fn) () = LIl = T)(2)

Aplicando una vez maés, que ( f,/L) es uniformemente de Cauchy, para ¢ s.t.q.

neN

|on(@) — pm(@)| = |fale) = fm(e)] <€
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“Afn: X =Y | n€N) es uniformemente Cauchy.
Por Teorema 5.11, 3¢ : (a,b) — R tal que ¢, = ¢ en (a,b). Notemos ahora lo siguiente.
1. Cada ¢, es continua en z

= lim @, (z) = lim M _

T—z Tz Tr—z

.. n es continua en z
2. Como ¢, = ¢, y cads ¢, es continua en z = ¢ es continua en z

3. pn, — @ converge puntualmente, esto porque converge uniformemente, y asi, también
ocurre que fp, — fy que f, = g

Para ver que f es derivable en z y que f’(z) = g(z), encontramos el valor de ¢(x)

Si z = z, por la Definicién 5.5 =

Esto porque f, — g

Siz # z, como f, = f=

o(x) = lim @,(z) = lim fn(@) = frn(x) _ f(x) — fm(z)

n—oo Tz a8 = 7 r— =z

Para finalizar, notemos que como z # z

o SN s oy ) = )

Tz r—2z T2z

. [ es derivable en z y ademas f'(z) = g(z). Asi, f es derivable en (a,b) y f' =g

O

Definicién 5.13. Sea A C X = diremos que A es denso en X si cl(A) = X, es decir, si
V2 € X 3 una sucesion (a,),cy en A tal que ar — z en X

Teorema 5.13. Sea K un espacio métrico compacto y A C C(X), de la Definiciéon 5.1, que
cumple las siguientes propiedades

1.Vove AyVNueR= dp+up e A

2. Vp,pe A= ppe A

3.1c A

4. Siz#ye K= Jp e Atal que p(x) # o(y)

= A es denso en C(X), es decir, dada una funcion continua f : X — R = 3 una sucesion
(¢r) de funciones en A tal que ¢ = f en K
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