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Capitulo 1

Espacios Vectoriales

1.1. Preambulo

Las siguientes son notas de clase sobre el tema de Algebra lineal, combinando recursos del curso
de Calculo Diferencial e Integral IIT del M. en C. Francisco Giovanni Lopez Sénchez, y del curso
de Algebra Lineal I del Dr. Leobardo Fernandez Roman, ambos impartidos en la Facultad de
Ciencias de la UNAM, en el semestre 2024-1 y 2024-2 respectivamente.

1.2. Definicién y Ejemplos

Definicién 1.1 (Campo). Un campo es un conjunto K con dos operaciones binarias en K,
llamadas suma y multiplicacion
+:KxK—=K G KxK—=K
(a,b) > a+Db (a,b) > a-b
que cumple las siguientes propiedades
(Ki) Va,be K=a+beK Cerradura de la Suma
(Ky) Va,beK=a+b=b+a Conmutatividad
(K3) Va,bce K=a+ (b+c)=(a+b)+c Asociatividad
(Ky) 30€eKoVaeK=a+0=0+a=a Neutro Aditivo
(Ks) Vae K3 (—a) e Ksa+(—a)=(—a)+a=0 Inverso Aditivo
(Ke) Va,be K=a-beK Cerradura del Producto
(K7) Va,beK=a-b=b-a Conmutatividad
(Ks) Va,b,ce K=a-(b-¢c)=(a-b)-c Asociatividad
(Kg) 31eKsVaeK=a-1=1-a=a Neutro Multiplicativo
(Kip) Vae K\{0}Fa ' €Ksa-at=at-a=1 Inverso Multiplicativo
(Ky1) Va,b,ce K=a-(b+¢) =ab+ac Distributivo I




1.2. DEFINICION Y EJEMPLOS

I (Ki2) Ya,b,c e K= (a+b)-c=ac+ac Distributivo I
Observacion. Un ejemplo de un campo es R, C, I, Q, etc.

Notacion. Una variable x se denota como vector de esta forma &

Definicién 1.2 (Espacio Vectorial). Un espacio vectorial V sobre un campo K es un conjunto
de elementos donde estan bien definidas las operaciones de suma vectorial y multiplica-
cién escalar. Denotamos a todos los elementos de V' como vectores y a todos los elementos
de K escalares >

+:VxV =V SV xK—=V

que cumple las siguientes propiedades

(@) VO, WeV =>v+weV Cerradura de la Suma
(@) VO, WEV =0+ W=u+7 Conmutatividad
(@3) VU,W,Z€V = (T+ W)+ 2=0+ (0 + 2) Asociatividad
(@4)366V9VU€K:>11 0=0+0=70 Neutro Aditivo
(@5) VOeVIFEV 504+2=2+7=0 Inverso Aditivo
(1) VeV yVIeK=A-0eV Cerradura del Producto
() VeV yVAYeEK= (A7) T=X-(y-97) Asociatividad
(G3) 3I1eKVieV=1- Neutro Multiplicativo
(D) VO, eVyVIeEK= A (T+W) =T+ -0 Distributivo I
(D) VIeEV yVAYeEK=0-(A+7)=0-A4+7T-v Distributivo I

Teorema 1.1 (Ley de la Cancelacion). V ¢,w, 2 € V, con V sobre un campo K | si ¢+ 2 =
W+ Z= 0=

Proof. Sean ¥, %,z € V P.D. Teorema 1.1. Como Z €V =
ITeV2Z2+F=5+7=0

Utilizando esto mismo, tenemos que

T=04+0=0+@+)=@0+D)+7=W+D+7=0+@F+2)=w+0=0
-. Teorema 1.1 es verdadero. O

El vector aditivo mencionado en (P4) es tnico.

Sean 0 y 0y €V y ¥ € V arbitrario »
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1.2. DEFINICION Y EJEMPLOS CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES

1

O
Corolario. El inverso aditivo mencionado en (@®4) es tnico
Proof. Sea ¥ € V arbitrario. Supongamos que 3w, Wy € V 3
T+ =0y = U+ Wsy
Por el Teorema 1.1 = ) = W O

Teorema 1.2. En cualquier espacio vectorial V', los siguientes enunciados se cumplen
a) VieV=0-9=0
b) VieVyVAeK= (—=\)v=—(\0)
) YAEK=0-1-0=0
Proof. a) Sea ¢ € V P.D. Teorema 1.2
0-74+0-7=(0+0)=0-v4+0

Por Teorema 1.1 = 0-9=0

—»

b) Sabemos por (@5) que cada vector € V tiene inverso = 3 un tnico elemento —(A-7) 2

AT+ (=(N-0) =0 (1.1)
Por otro lado, s.t.q.
AT+ (=NT= A+ (-N)7
Como (A + (—A)) € K, sabemos que

A=NT=0-=0= M+ (-\)7=0 (1.2)

Por (1.1) y (1.2) s.t.q.

c) Sea A e K

O

Definicion 1.3 (Subespacio Vectorial). Sea (V, +, -) un K-espacio vectorial y W C V. Se dice
que W es subespacio vectorial de V' si (W, + [w,-[y) es un K-espacio vectorial.




1.2. DEFINICION Y EJEMPLOS CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES

Notacion. Si W es subespacio de V', lo denotamos como W <V
Notacién. (+[y) es la operacion de la suma en V restringida a W. (:[y,) es el producto.

Ejemplo 1.1. Sea M,,«,(K) el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas.

A +By; = (A + B)” y A = ()\A)z]

Sea
W ={A € M,,,(K) | A=A"}

Demostremos que W <V
Proof. Sean A, Be W = A = AT yB=B" = AT+B” = (A + B)” la ij-ésima entrada
de AT + B”. Sea C = AT + B” la ji-ésima entrada.

Cij = (a+0b);; = (ay; + bij) = (a+b);;, = Cji
O

Teorema 1.3. Sea (V,®,®) un K-ésimo espacio vectorial y W C V = (W, + [w, ) es
un subespacio vectorial de V < se cumplen

1) Oy e W Cero en Subespacio

n vVo,ueW=4v+adeWw Cerrado Bajo Suma

) Vie WyvVieK=X-veW Cerrado Bajo Producto
Proof. =

Supongamos que W es subespacio de V' = (W, + [w,Iy) es un K-espacio vectorial. En
particular, (W, + [w, - [y ) satisface (®1), (©1), y (B4). =, se satisfacen 1), y ii) y 30* € W »

0O+ T =w+0" =0 VB eW
Como
v+ G =1w+0y =B VGEW=0"=0y €W

P

Supongamos que W satisface 1), ii), y iii)
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(®s5)
(®1) Por iii)
(®2) Se hereda de V'
(®3) Se hereda de V
(D7) Se hereda de V
(D2) Se hereda de V

O
Teorema 1.4. Sea (V,®,®) un K-ésimo espacio vectorial y W C V = (W, + lw, [y) es
un subespacio vectorial de V < se cumplen

) W#o Diferente del Vacio
n v, ueW=1u+0eW Cerrado Bajo Suma
m) Ve WyvVieK=X-0eW Cerrado Bajo Producto

1.3. Combinaciones Lineales

Definicion 1.4 (Combinacién Lineal). Sean (V,@®,®) un K-espacio vectorial y S C V un
conjunto no vacio de vectores de V. Una combinacién lineal de elementos de S es un vector
de la forma

U= )\1’171 + )\2’[71 + .o+ + )\nﬁl

donde v; € S;\; e K,n € N
Observacion. Las combinaciones lineales son finitas

Teorema 1.5. Sea (V, ®, ®) un K-espacio vectorial y S C V un conjunto no vacio de vectores
de V = el conjunto

D> Mt | GieSheK,iefl,.n},neN
p=1l

de todas las combinaciones lineales de vectores de S es un subespacio de V

Lema 1.1. Sea (V, &, ®) un K-espacio vectorial y sean W; y W5 subespacios de V- = Wi NW,
es un subespacio de V'

Proof. 1) Veamos que Oy € Wi N Ws

COHIOW1SVngSVi()‘VeW1y6VeW2

:>6v€W10W2




1.4. CONJUNTO GENERADO CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES

) yiii) Sea A € Ky wy y we € Wi N Ws
Notemos que la combinacion lineal (A 4+ wy) € Wy N Wy
Notemos que
Wy + Wy € Wy y W + Wy € Wo

= Wi + Wy € W1 NW,y

Ademas
/\1171 e Wy y )\’Lﬁl e Wy

Ay € Wi N Wy

.. W1 N Wy es un subespacio de V

Observacion. Ahora podemos probar el Teorema 1.5
Proof. 1) Sea @ € S arbitrario y A = 0
Mi=0-7=0¢(S)

1) Sea, @,w € S arbitrarios
= 4 171, 71771 S <S>

AN, A ERT =M1+ o+ A0,y Fpr, e iy € KW = @ + .o + pn ¥y

=S U+UW= ()\1 + ,ul)Ul + ...+ ()\n + /Jl)f}’n S <S>

1) Sean @ € (S) yn € K

vy, ..., U, y AN, A EK U = MU + .o+ AUy

N-@=nM01 4+ .. + AnUn) = (- AT+ oo + (0 Ap)Tn € (S)

1.4. Conjunto Generado
Definicion 1.5 (Conjunto generado). El conjunto (S) es el subespacio generado por S
Definiciéon 1.6. Si (S) =V se dice que S genera a V'

Teorema 1.6. Sean (V,®,®) un K-espacio vectorial y W C V =




1.4. CONJUNTO GENERADO CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES

n

i=1
VU, eyl EW y VAL €K
Proof. La prueba se hace por induccién sobre n
l.n=1Sea i eKy v, eW
Por el Teorema 1.3, en particular el inciso iii) = A\ € W
2. n=28Sean A\, s e Ky 01,0 € W
Por el Teorema 1.3, en particular el inciso iii) = \vh € Wy \aUa € W
Por el inciso ii) = A7) + \o¥y € W
3. Supongamos cierto el resultado para n = k
4. Sean Uy, ..., Uk, Ukr1 € Wy A1y, Mg, A1 €K

Veamos que

AU1 + oo+ AUk + )\k+177k+1 = ()\1171 =+ ...+ )\kffk) + /\k+117]€+1

Por el supuesto que el resultado es cierto en n = k, la combinacién lineal dentro del
paréntesis € W. El término restante también € W, por el inciso ii) del Teorema 1.3

MU+ o+ AT + A 10k11 €W

O

Teorema 1.7. Sea (V, ®, ®) un K-espacio vectorial y S C V un conjunto no vacio de vectores
de V. Si W es un subespaciode V5 SCW = (S) CW

Proof. Sea @ € (S) =
ST y A1, e, A €K 28 = Ay + oo + Aniln

= Ul .,y EW =10 eW

O

Corolario. (S) es el subespacio méas chico que contiene al conjunto S
Proof. Para ver esta nota, supongamos que W <V y SCW PD. (S) CW
Sea Z€ (S)= IU1,.,U, €Sy A, ... \y €K >

n

2= Avi

i=1

Como S CW = v,...,U0, € W O
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Definiciéon 1.7 (Dependencia Lineal). Sea (V, 4+, -) un K-espacio vectorial y S C V un conjun-
to no vacio de vectores en V. Se dice que S es linealmente dependiente (1.d.) si 374, ..., ¥, € S
y escalares no todos cero Aq{,..., A\, € K 3

Ov = MTL+ .. + At

Definicion 1.8 (Independencia Lineal). Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial y S C V un
conjunto no vacio de vectores en V. Se dice que S es linealmente independiente (l.i.) si
V’Ul, ,'l7n esS=>

Oy =M1+ Ml =AM =d=..= X\, =0€K

Definicion 1.9 (Clase lateral). Sea W un subespacio de un K-espacio vectorial V. = Vi € V
el conjunto

T+ W= {7+ | @ € w)

Se llama la clase lateral de W que contiene a ¥, donde este ltimo es el representante del
espacio vectorial.

Teorema 1.8. Sea V un K-espacio vectorial. y W <V =

T+WVesieW
Proof. <= Spongamos que & € W
Nos referimos al Teorema 1.4
i)ComoTeW = —-TGeW=>0+(-0)eW=0p,eW
ii)Sea e Kyv+wh ev+Wywh e+ W

Notemos que

W+ W +TEW =0+ (W +We+0) €T+ W

iii) Notemos que

AT 4 My + Oy = AT+ My + 7 — @
=v+ AN+ b —0) €T+ W
= Supongamos que v+ W <V
Como 7+ W es un subespacio contiene a 0 = 3@ € T+ W 5T+ @ = 0
= —0 € W Como v+ W es un subespacio == Vw e v+ W yVIeK=> N dev+ W
=comA=-1=(-1)-—0e€vd+W

S veW O
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Teorema 1.9. Sea V' un K-espacio vectorial. y W < V. Sean v,v5 € V =

N4+W=tU+WEt) —theW
Proof. =

Supongamos que 1 + W = v + W

:>6v€W:>171+6v€171+W:172+W
:>?71+6Ve772+W$7716172+W
= dJweWs0,=0+we€ vy +W

SV —tUg=weW
< Supongamos que U1 — vy € W
Sead}*:fﬁ—ﬁg

—

CSeadcvy+ W = Z=1, +w para algin W, € W = v} = W, + s

—

S TE=W,+ U+ =0+ (U +h) e W=TE€t+W

D Analogamente sea §f € Vs + W = ¢ = U + Wy € W

]7:111 U_f*-l-ﬂ}'**2171+(117**—w*):>§€171+w

O

Definicion 1.10. Si (S) = V, se dice que S genera a V o que S es un conjunto generador
de V

Ejemplo 1.2. En el espacio vectorial de V = R2, defina a un subconjunto de V' como

S = {(170)’ (07 1)}

Es claro ver que S genera a V = R?
Teorema 1.10. Sean (V,®,®) un K-espacio vectorial y S1,S2 C V subconjuntos 5 S; C
Sy =
1. (S1) C (S2). Asi, si S; genera a V = S5 genera a V
2. Si S es linealmente dependiente = S5 es 1.d.
3. Si S5 es linealmente independiente = Sy es l.i.
Proof. 1. Seat € (Sy) = 30y,...,0, € Sy yescalares A\1,..., A, EK 27 = N0 +...+ )\ U,

Pero S; C Sy, asi ¥ = \¥; + ... + A7, es una combinacion lineal de elementos de
Sy =7T¢€ <SQ>

2. Se sigue de la siguiente demostracion, ya que A = B & —-B = —A

3. Supongamos que Ss es l.i. Veamos que S7 también es l.i.

10



1.4. CONJUNTO GENERADO CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES

Sea Oy = M0t + ... + AT con T1,...,Tn € S1 ¥ A1,y Ap €K
Como S; € 51 = 1717 71777, € Sy

Notese que se tiene una combinacién lineal de elementos en S;. Por hipotesis, Ss es
Li. Esto implica \; = ... = A, = 0 = 5] es l.i. porque de ahi es que se tom¢ la
combinacion lineal.

O

Teorema 1.11. Sean (V,®, ®) un K-espacio vectorial y S C V un conjunto l.i. de vectores
deVyvdeV\S=V=

v e (S) < SU{T} esld.
Proof. = Supongamos que ¢ € (S) = 3 v1,...,0, € Sy escalares \,..., A\, € K 57 =
AU+ oo+ AUy

Como lo anterior es una combinacién lineal de elementos de S U {7} que fue iguala a Oy
donde no todos los escalares son 0. S U {v} es L.d.

< Supongamos que S U {7} es L.d. = w0y, ..., w, € SU{U} y escalares n,...,n, € K no
todos cero 3 0y = Wy + ... + NpW,

Algin w; es U, porque de lo contrario, seria un conjunto l.i. si Vi =1,...,n = @; # v, ya

que es una combinacion lineal de elementos de S que es igual a cero, y por hipdtesis este
conjunto es L.i. Sin pérdida de generalidad, supongamos que es w

= = = - - . ~ n2 Mn
v =mv+ ..+ W, = —MU = MW + ... + W, = U = —n—wg = go0 — n—nwn
1 1

Pero esta es una combinacion lineal de elementos en S = ¢ € (S) O
Teorema 1.12. Sea (V,®, ®) un K-espacio vectorial y sean &,y € V no nulos = {Z, §} son
l.d. & 2 o ¢ es multiplo del otro

Proof. = Supongamos que {Z, ¢} son l.d. Esto sucede para cada combinacion lineal del
vector Oy con Z y ¥, por lo que algin escalar es distinto de cero. Sean A\, u € K

M+ug=0y =>A£00u#0
Sin pérdida de generalidad supongamos que A # 0
g': 6\/ =>I=-—

z+ 2726\/:}.’34-

> >
>=

y

>|=
>|=

< Suponga que T o i es miltiplo del otro. Es decir, & = Ay para algin A € K.

=N —T= 0y =X —T= XM+ (-1)F

8

T —

Pero este es una combinacion lineal igual a 0 con no todos los ecalares cero, {Z.y} es 1.d..
.. Teorema 1.12 es verdadero. O

11
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Teorema 1.13. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial y sean Z,§ € V. = {Z.y} son li.
S VA peK#£0= {\Z uy} es Li

Proof. = Suponga que {Z.7} es Li.

= ‘v’oq,...,agEK9a15+a2§':6V:>a1 =ay =0

Sean (1,02 € Ky sea

Bi(AE) + Ba(pif) = Ov = (B1N)E + (Baps)i = Oy

fr-A=0 y Bo =0

Por hipétesis supusimos A, u e K#£ 0= 5, =8=0

< Suponga que V A\, p € K #£ 0 = {\Z, uy} es Li.

Vo, me € K= m(AE) + n2(uf) = 0y = m =n2 =0
= (MN)T + (n2p)§ = 0y = (0- N)T+ (0 p)7 = Oy

Pero esta combinacion lineal solo se puede si {Z.5} es Li. O

Teorema 1.14. Sea V un K-espacio vectorial y W; < V' y Wy < V subespacios de V.
Demuestre que Wy UW, <V < Wy, C Wy 0 Wy C W,
Proof. «

Supongamos que W7, C Wy 0o Wo CW; P.D. Wy UW, <V

=W, =W UW,y 0] Wy = W1 U Wy

ComongVyW2§V2>W1UW2§V
=

Supongamos que Wy U W, < V P.D. Wy C W5 o Wy C W;. Ahora, supongamos que
Wo 7¢_ Wi P.D. W; C W,

Sea v € Wy. Como Wo € Wy = 3w € W 5w ¢ Wy. Por definicion de U s.t.q.

=ve W, CWUW; y e Wy CWpUWy
Como W7 U Wy <V subespacio s.t.q.
v+ e Wy UWs
=7+ weW o v+ w e Wy

Note que, como Wj es un subespacio s.t.q.

— —

(U + W) + (—0) e W1

12
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Pero esto, por hipoétesis, es imposible, por lo tanto s.t.q. ¥+ w € Wy

= (U4 @) + (—w) € Wy
=ve W,
.. como ¥ arbitrario Wy C Wy

Sin perdida de generalidad, la prueba para Wy C W; es analoga. Cuando Wy = Wi la
demostraciéon es trivial. O

Teorema 1.15. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial y S C V un conjunto no vacio de
vectores de V. Demuestre que

(S)=nN{W|W <V >5CW}

Proof. C Por el corolario del Teorema 1.7, sabemos que (S) es el subespacio mas chico
quecontiene al conjunto, por lo que es uno de los conjuntos W

DSeaven{W |W <V >S5 C W} Por lo que ¥ pertenece a cada subespacio de V' que
contiene a S. Pero (S) es uno de estos subespacios. = ¥ € (S)

= N{W|W<V>8CW}CI(S)

A(S) =N {W W<V >5CW}

1.5. Bases y Dimension

Definicion 1.11 (Bases). Sea (V, @, ®) un K-espacio vectorial. Un conjunto § es base de V/
sifesliy (B8)=V

Teorema 1.16. Sea (V, &, ®) un K-espacio vectorial y 8 C V un conjunto vectores de V = 3
es base de V & Vu € V se tiene que, se escribe de forma tnica como combinacion lineal
de elementos de

Proof. =

Supongamos que [ es base de V. = () =V y Vi € V se tiene que es combinacion lineal
de elementos de 3. Sea 4 € V

= MU+ oo F AU =01 + -+ U
= Alﬁl + ...+ )\nﬁn — 771171 — . nnﬁn = 6V
= M —)T + o+ O = )T = Oy
Como ( es Li. =
)\1_771:~~-:)\n_77n:0:>>\1:771:-“:)\71:7777,

Asi, @ se escribe de forma tnica

13
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=

Supongamos que cada vector 4 € V se escribe de forma tnica como combinacién lineal de
elementos de 8 = como cada vector @ € V se escribe de forma tnica como combinacién
lineal de elementos de 5 = [ genera a V. Ahora, como es tnica =

—

Oy =001 + ... + 00,
S0y =ML+t M= AN=.. =Xy, =0

.. el Teorema 1.16 es verdadero O

Teorema 1.17. Sea (V, &, ®) un K-espacio vectorial y S C V un conjunto de vectores de V.
Donde S = {#1, ..., U} = Sesld. & @1 =000y € ({1, ...,Tk—1}) paraalgan k € {2,...,n}.

Proof. «
Tenemos los siguientes casos
1. 1 =0
= S es Ld.
2. 91 #0

= para algin k € {2,...,n} = v} € ({1, ..., Vk—1}

= U = MUL+ oo+ A 1Uk—1

= 6‘/ = )\1’[71 + 000 + )\k;—l’l_)’kfl + (_1)6]@

Pero esta es una combinacién lineal con escalares no todos cero que generan al cero
del espacio vectorial, por lo que S es l.d.

=
Ahora, supongamos que S es l.d. Tenemos los siguientes casos
a) 1 =0
= ya estufas.
b) 71 #£0

Como S esld. = 3\, ..., A\, € K no todos cero tal que

Oy = M0+ oo + AT + Mg 10kg1 + oo + AnTn

Sea k el méaximo indice para el cual A\, # 0. Al despejar ¥} se escribe como
combinacion lineal de ({#7, ..., Uk—1})

-, el Teorema 1.17 es verdadero ]

14
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Teorema 1.18. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial generado por un conjunto finito S =
{1, ...,0,} €V = T algin subconjunto 8 C S que es base de V

Proof. Se tienen los siguientes casos

1.SiS=20S8={0y}

>V =(5)={0y}=>=0C Seshasede V

2. 813 £0y yth €S

Bajo estas condiciones {# } es un conjunto l.i. Agreguemos vectores a {7; } hasta que
B = {t1,...,Ux} siga siendo li. y que al agregar cualquier otro vector de S a 3 el
conjunto se vuelva l.d. Es decir, paramos de agregar justo antes de que se vuelva 1.d.

Afirmamos que 3 es base de V. Por construccion g es L.i. Por Teorema 1.11, basta
probar que S C (53)

Seav e S
a) SiveB=7ve(p)
b) Sive S\ = LU{v} esld. Por el Teorema 1.11 = ¥ € (5)

=S C(B)=(S)CV C(B)=(B)

.. es cierto el Teorema 1.18 O

Ejemplo 1.3. V/W es un espacio vectorial, llamado V médulo W. Definido con las siguientes
operaciones.

@:(T+W)+@+W)=@W+u)+W y OANT+W)=\-0)+W

Veamos que estas operaciones estan bien definidas y que se trata, en efecto, de un espacio
vectorial.

Proof. No es dificil ver que la suma esta bien definida. Sola falta especificar que v; —¢] € W,
se sigue que A(v) —77) € W, o bien, que AT} — A0} € W. Por lo tanto A(01 +W) = A(7) +W).

Notemos que de V' son sumamente triviales las leyes asociativas, conmutativas y distribu-
tivas. Debemos tinicamente demostrar la existencia del neutra aditivo y el inverso aditivo.

Sea v+ W € V/W. Veamos que W = 0+ W es el neutro aditivo
@4+W)+W=T+0)+W=04+W=>W+@+W)=0+0)+W=0+W
Sea U+ W € V/W. Veamos que —0' + W es el inverso aditivo.
4+W)+(—T+W)=@—-0)+W=0+W=W

Lo que nos da el 0 del espacio, que es W, como ya vimos en la primera parte.

.. V/W es un espacio vectorial sobre el campo K.
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Para evidenciar que son triviales las demés propiedades, note lo facil que es demostrar la
asociatividad de la suma

@+ +WHT+W=(U+0)+d+W=u4{@+7)+W

Demostremos también la distribucién de multiplicacion escalar
A+79) T+W=A+7v) - T+W=X-T+y-0)+ W

=X T+W)+(y-0+W)=X-0+W)+v-(T+W)

Es por ello que decimos que las propiedades son triviales. O

Observacién. El espacio V/W es el espacio de todas las clases laterales. Se le conoce como
espacio cociente.

Teorema 1.19. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial y dos vectores @t A0 €V y A #0 € K.
Si {¥, @} es base de V = {u + ¥, \u}
Proof. Separemos la prueba en dos partes

1. P.D. {&/+ ¥, A\i} es Li.

Sean a1, as € K 5

Oy = o1 (@i + ) + az (i)
Oy = a1@ 4 a1 ¥ + ap il
(a1 + )T + an ¥
ay +as A= as =0 a1 =0
= {U+ U, i} es Li.
2. PD. {u+ 7, u}) =V
Siempre se cumple que ({@ + ¥, A\@}) C V. Veamos que ({@ + ¥, \d}) DV

Sea Z' € V. Por un lado, sabemos que existen escalares tnicos ui, us € K tales que
Z= ,ulﬁugﬁ

Ahora, queremos encontrar escalares v1,7v2 € K tales que Z = 1 (4 + ¥) + 2 (\d)
Z=m(t+0) +7(A) = (71 +72A)d+ 10
= (11 +72A) =m y Y= o

H1 — U2
A

S fi2FRA=p =S A=~ e = Y2 =
> 7= m(d+9) + B2 0w

sZe{ud+ v, u} o {4+ 0, AT} =V y es base
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Teorema 1.20 (Teorema de Reemplazmiento). Sea (V, @, ®) un K-espacio vectorial generado
por un conjunto G con exactamente n vectores y L un conjunto l.i. con exactamente m
vectores. = m < n. Mas aun 94 H C G con exactamente n — m vectores tal que

(LUH) =V
Proof. Por induccién sobre m
1. m=0,L#ATym<n

Mas atn, H = G
=HUL=GUZ =G
= (HUL)=(G)=V

Esto porque H C G ysi |H|=|G|= H=G
2. Supoéngamos el resultado cierto para m
3. Veamos que el resultado es cierto para m + 1

Sea L = {1, ..., Um, Um+1} un conjunto Li. Por 3. del Teorema 1.10 L' = {&4, ..., U } C
L es Li. Ademéas L’ tiene m vectores. Por hipotesis de induccion m < n y existe
H’' C G. Esto es cierto por 2. de esta misma demostracion.

H = {@1, @y}

tal que (L' UH'Y =V = {01, ..., Upn } U{t1, ..o, Un—m}

Como L'UH' genera a V, en particular, genera a Uy, 11 = 31, coi; A Y f1s ooy o €
K tales que

gm+1 = )\1’171 o0 )\mﬁm + /Jlﬁl 00 Hn—mii,—m

Notemos que n —m > 1, ya que, de lo contrario, ocurre que si n —m =0

ﬁm—&-l = MU+ ... + AU,

se volveria 1.d. Pero esto es imposible. Por lo tanto n > m + 1

S.P.G. supongamos que p1 # 0

Sea H = {ﬁg,...,ﬁn_m} = U € <LUH>

Todo vector de L' esta en (L U H). Todo vector de H' esta en (L U H)

=L UH C(LUH)=(L'UH')C(LUH)CV

. (LUH) genera a V O
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Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial finitamente generado. Entonces, todas las
bases de V tienen el mismo ntmero de elementos.

Sean 8y v bases de V, y supongamos que |3 =py |v| =q
= Como  generaa Vy~vyesli.=p>q
= Como y generaa Vy fesli =p<q O

Definicién 1.12 (Finitamente Generado). Sea (V,®, ®) un K-espacio vectorial. Se dice que
V es finitamente generado si existe G C V finito tal que (G) =V

Definicion 1.13 (Dimensién). Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial y 8 = {01, ..., U, } una
base de V. La dimension de V sobre K es || = n = dimg (V)

Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial con dimg (V) = n. Si G es generador de
V = @ tiene al menos n elementos. Més atn, si G genera a V' y |G| = n = G es base.

Sea f una base de V- = 3 = {1, ..., U, } v es evidente que |3 = n. Sea G un conjunto

generador. Por Teorema 1.18 3 C G que es base

= [ =n<|G|

Ademés, si |G| = n, sabemos que genera. Por el mismo Teorema 1.18 3v C G que es base.

=hl=n<|Gl=n=G=y
.. G es base O

Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial con dimg (V) = n. Si L es un conjunto L.i.
y tiene |L| = n = L es base.

Sea 8 una base de V = 8 = {#}, ..., U, } y es evidente que |5| = n. Supongamos que
L es un conjunto li. con |L| = n.

Por Teorema 1.20, coomo 3 genera a V 34 H C 8 con exactamante n — n = 0 elementos tal

que (LUH) =V

H=o0=(LU@)=(L)=V
O

Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial con dimg (V) = n. Todo conjunto l.i. se
puede extender a una base de V.

Sea /3 una base de V = § = {#1,...,0,} y es evidente que |3| = n. Sea L un
conjunto Li. con |L| = m. Por Teorema 1.20 3 H C § con exactamente n — m vectores tal
que (LUH) =V

Como |[LUH| = m+ (n —m) = n, por el primer cololario del Teorema 1.20, L U H es
base. O
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Observacién. Sea (V, @, ®) un K-espacio vectorial con dimg (V') = n. Si un conjunto G C V
es tal que |G| > n = G es 1.d. y nada garantiza que genere.

Teorema 1.21. Sea (V,®, ®) un K-espacio vectorial con dimg (V') < oo, de dimension finita
y W <V = V/W es de dimension finita tal que

dimV/W =dimV — dim W

Proof. Sea v = {u, ..., W, } una base para W, asi dimg (W) = n. Ahora, extendamos a v a
una base para V llamada § = {uy, ..., Wy, 01, ..., Uk }, asi dimg (V) =n+k

Veamos que Q = {U) + W,..., U} + W} es base de V/W

En primer lugar, veamos que es Li. Sean Ay, ..., A, € K tales que

W =MW +W)+ ...+ Xe(Tr + W)
=W =MV + ...+ \0g) + W
=T =M1+ ...+ T €W

Ahora, Jay, .., a, € K tales que v/ = ayw + ... + apW,

= MU + oo + MU = W1 + ... + Wy,

= MU+ .. F MU — W — ... — apWy, = 0y

Donde la ecuaciéon pasada es una combinacion lineal de los elementos de § igualadsos al
vector 0. = A\ =...= X \g=a1 =... = a,

s Qes L

Ahora, veamos que (Q) = V/W. Sea 0+W € V/W = como ¥ € VI, ..o, i ¥ T1, .o, T € K
tales que

7= ‘Ll,l’lﬁl —+ ...+ ‘LLn’an + 71'1’171 + ...+ Wnﬁk
=T+ W = (W + ... + Wy, + 01 + oo + T 0g) + W
=T+ W= (W + ... + pnWp) + (M0 + ... + T, 0k) + W

Como W' = (p1Wy + ... + ppWy) € W

= 17+W :u"1”+(771171 ++7Tn17k) —|—W = (71'1171 =+ ... +7Tn17k)+W
T+W=m(@+ W)+ ..+ 7m0+ W)

. Q genera a V/W

SdimV/W=k=Mn+k)—n=dimV —dimW O

Teorema 1.22. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial con dimg(V) < co =n,y W <V
subespacio de V' = W es de dimension finita y dimg (W) < dimg (V)
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Proof. Tenemos los siguientes casos
1. Si W = {0y}
@ es base de W = dimg(W) =0<n
2. Si3wh A0y e W

Note que el siguiente conjunto S es l.i.

Agregamos vectores de W a S tal que v = {u, ..., W, } sea Li., aunque esto implique
no agregar alguno, y que al agregar cualquier otro vector de W a ~, este se volviere
1.d.

Por construccion, v es 1.i. Veamos que 7 es base = (y) = W. Sea W € W
a) Siwey=we (y)
b) Siw ¢ v = ~vU{w} esld. = @ € (y), por el Teorema 1.11

..y genera a W. Por el Teorema 1.20 = k < n O

Teorema 1.23. Si dimg (V) = dimg(W) = W =V

Proof. Siguiendo la prueba anterior, sea el conjunto v = {wj, ..., W, }. Como ~ es Li. y tiene
|7] = n elementos = () = V, esto por el tercer corolario del Teorema 1.18. O

Corolario. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial, W < V = cualquier base de W se puede
extender a una base de V

Teorema 1.24. Sean W, yW; subespacios de un K-espacio vectorial (V, @, ®) de dimensién
finita n.

= dimK(W1 + Wg) = dimK(W1) + dimK(Wg) — dimK(Wl n Wg)

Proof. Como Wy N Wy < W; = W1 N Ws tiene una base finita 8 = {w, ..., @, }. Usando
el corolario del Teorema 1.23, encontramos v = {u,...,ux} y & = {Z,..., 2%} tales que

(BUY) =Wy (BUE) =W
Es suficiente probar que S U~ U & = {Wy, ..., Wy, U1, ..., Uk, 21, .-, 2r} €8 base de Wy + Wh.
De ahi se seguird que
dimg(W1 +Wa)=(n+k+r)=Mmn+k)+(n+r)—n
= dlmK(Wl) + dlmK(Wg) — dimK(Wl N WQ)

Primero, veamos que S U~y U es 1.i. Sean i1, ...fin, Q1, .o @k, ¥ A1,y A € K

Oy = W1 + ... + pnBp + 0181 + ... + Qg + M 21+ .. + A2,
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Sea,

—

U1 = 1wy + ... + Wy,

—

Vo a1 + ...+ oty

U3 = A121 + oo + Ar 2y

Notemos que v7 € Wi N Ws, mientras que v € Wy y U3 € Wa

= 0y = U1 + Up + U3 = —U3 = U] + Ua

Notemos que 9] + U5 € W1, mientras que —vi3 € Wy = —vj3 € W1 N Ws. Como S es base de
WinWs, duvy, ..., 1, € K tales que

—U3 = VW1 + ... + VW,
= —U3 =01 + Uy = 6\/ = (pqwl + ... —|—,LLn117n) + (Oélﬂl + ... —|—Oékﬁk) + (—Vllf)l = g0 = l/nwn)

= (1 — V1)W1 + oo + (b — Vo)W (1@ + ... + gtly)

Por lo que tenemos una combinacién lineal de elementos de 8 U -y, pero al ser base de W7,
es Li., por lo que p1 — vy = ... = pyy — Vp = a1 = ... = o, = 0. Esto implica que vo = 0

S0y =0+ + 03 =014 03 = (W1 + ... + pnWn) + (A2 + ... + M2))

Pero esta es una combinacién lineal de elementos de 5 U &, pero al ser base de W, es 1.i.,
por lo que p1 = ... = i, = A1 = ... = A, = 0. Esto prueba que SU~yUE es li.

Veamos que (U~ UE) =Wy + Wa. Como (BU7) =Wy y (BUE) = Ws s.tq.

(BUrUE) =((BUY)U(BUE))
(BUY) +(BUE) = W1 + W,
dimK(Wl) + dimK(Wg) — dimK(Wl N W2>

O

Definicién 1.14 (Maximo Linealmente Independiente). Sea (V, ®, ®) un K-espacio vectorial
y L C V un conjunto de vectores de V. Se dice que L es maximo l.i. si L es l.i. y al agregar
cualquier otro vector @ € V'\ L el conjunto L U {@} es L.d.

Teorema 1.25. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial y L C V' un conjunto de vectores de
V. Se dice que L es base de V < L es maximo l.i.

Proof. = Supongamos que L es una base. Entonces L es L.i. Sea @ € V'\ L. Como L es bae,
genera al espacio V = & € (L). Por Teorema 1.11. L U {w} es 1.d. Asi, L es maximo l.i.

<« Supongamos ahora L es maximo 1.i.
= por definicién de méaximo Li. L es Li. Para ver que L es base de V veamos que (L) =V

Seati eV

21



1.5. BASES Y DIMENSION CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES

1. Site L=ue (L)
2.85id¢ L=ueV\L
Como L es méaximo 1.i. = L U {@} es 1.d. Por Teorema 1.11 esto ocurre < @ € (L) COmo

4 es un elemento cualquiera de V' = L genera a V. O

Definicién 1.15 (Maximal). Sea F una familia de conjuntos. Un elemento de M de F es
maximal (respecto a la inclusion C ) si M no esta contenido en ningtn otro elemento de F.

Observacion. Maximo no es maximal. Coloquialmente, un elemento es méximo si todo esta
por debajo de él. Solo hay uno, mientras que pueden haber varios maximales. Un maximal,
no tiene nada por arriba.

Notacion. Utilizamos al simbolo A C B para indicar que A es subconjunto propio de B.
Es decir, no puede haber igualdad.

Definicién 1.16. Una coloeccién de conjuntos € es una cadena si A y B son comparables,
esdecir, ACBoBCA,estoVA,Be%

Lema 1.2 (Principio de Maximalidad). Sea F una familia de conjuntos. So para cada cadena
% C F hay un elemento de F que contiene a cada elemento de ¥ = hay elementos
maximales de F.

Teorema 1.26. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial y S un conjunto l.i. = 3 un conjunto
méximo L.i. que contiene a S

Proof. Sea

F={LCV|LesliySCL}

Note que F #F yaque S € Fyaque SC S
Ahora, sea ¥ C F una cadena de F. Hay que ver que 3U en F que contiene a a CVC € ¢

Sea

u=\Jc

Cev

Claramente C C € y S C U. Falta ver que U es L.i.
Sean iy, ...,uUr €U Y A1, ..., A\ € K tales que
GV = \Uy + ... + AU

Como % es una cadena 3C — 0 € € tales que Uy, ..., Uy € Cy

ComoChesli.= A =...=X =0

Como SCCy=UesliyUeEF O
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Todo espacio vectorial tiene base.
Tenemos los siguientes casos

1. Si V es finitamente generado, por el Teorema 1.20 y sus corolarios, todo conjunto l.i.
en V se puede extender a una base.

2. Si V no es finitamente generado. Sea s = {1} con @; # 0. Por el Teorema 1.26 3 un
conjunto maximo l.i. que contiene a S. Por Teorema 1.25 un conjunto Li. es base.

O
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Capitulo 2

Transformaciones Lineales

2.1. Definicién y Ejemplos

Definicién 2.1 (Transformacion lineal). Sean (V,®,®) y (W, ®, ®) dos K-espacios vectoria-
les. Una transformacion lineal (funcional lineal) es una funcion T : V' — W que satisface

T(@ + ) = T(3) + T(9) y T(A-@) = A-T(d)

Teorema 2.1. Si T: V — W es lineal = T(0y) = Ow

Proof. Para algin 4 € V'

—

Oy =0-7=T(0y)=T(0-@) =0-T(@) = 0w

Teorema 2.2. Si T :V — W es lineal = T es lineal & T'(\- 4+ ¥) = X - T(&) + T(7)

Proof. = Supongamos que T es lineal

T(\-ii+0) = T(\ - @) + T(3) = A T(@) + T()

—

<« Supongamos que 7" satisface T(A - @+ ) = A - T(@0) + T'(7)

Notemos que, tomando A =1

T(-@+9) =T@+7) = 1.T(@) + T(@) = T(@) + T(%)

Esto satisface el primer inciso de la Definicién 2.1. Ahora, note que

Note que, no podemos usar el Teorema 2.1, porque no sabemos si T es lineal

T(Ov) =T(—i+@) =T(-1-@+a@) = —1-T(7 + T(@) = Ow
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Es por ello que

A-T(@) +T(Oy) = \-T(@) + 0w = \-T()
.. es cierto el Teorema 2.2 O

Teorema 2.3. Sean (V,®,®) y (W, ®, ®) dos espacios vectoriales sobre un campo K, se dice
entonces que T : V — W es una transformacion lineal, <

i=1 i=1

con \p,...,\, €EKyvy,...,v, eV
Proof. =
Supongamos que T es lineal, por lo que abre sumas y saca escalares.

Sin =1, por las dos propiedades de la definicién de transformacion lineal:

T(M\v;) = A -T(9;)

Supongamos el resultado cierto para n = k

Ahora, veamos que es cierto paran =k + 1

TY Nt | =T ath) + .. + T (M) + T (Ars1 k1)
=1

Como estamos suponiendo el resultado cierto para k, se tiene que,

k k n
Z T (171) +T (/\k+177k+1) = Z T (171) + )\k+1 -T (6k+1) = Z T (’Uz)

=1 =1 1=1
S
i=1

dente ver que abre sumas y saca escalares. Pero esta es la definicion de transformaciéon
lineal.

Suponga que T (Z Aﬂ‘}}) = > NT (¥;). Veamos que T es transformacion lineal. Es evi-
i=1 ;

.. es verdadero el Teorema 2.3 O

Definicion 2.2 (Nacleo). Sean (V,®,®) y (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales, y T : V —
W una transformacioén lineal. El niicleo o kernel de T' esta dado por

ker(T) ={@ € V| T(@) = 0w} CV
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Proof.
b)
¢)
2. a)
b)

Definicion 2.3 (Imagen). Sean (V,®,®) y (W, ®, ®) dos K-espacios vectoriales, y T : V —
W una transformacioén lineal. La imagen de T" esta dada por

Im(T)={deW | JueV=>TwW=utCW

Teorema 2.4. Sean (V,®,0) y (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales, y T : V' — W una
transformacion lineal = se cumple lo siguiente

1. ker(T") es un subespacio de V'
2. Im(T") es un subespaco de W

1. a) Como T es lineal

T(ﬁv) = 6W = 6\/ € ker(T)

Sean i, U € ker(T"). Veamos que 4 + ¥ € ker(T)

Como u, 7 € ker(T')

T(@) = Ow = T(%) = T(@ + 7) = T(@) + T(¥) = Ow + Ow = Ow

U+ U € ker(T)

Sean @ € ker(T) y A € K. Veamos que A - 4 € ker(T)

ST € ker(T)

Como T es lineal

T(av) = 6W = 6\/ € Im(T)

Sean Z,w € Im(T'). Veamos que Z' + & € Im(T")

Como Z,w € Im(T) 34,7 € V tal que

T(@) = 2 y T(7) = @

Note que

c 24w e Im(T)
Sean Z € Im(T) y A € K. Veamos que A - 2 € Im(T)

Como Z € Im(T) 3@ €V tal que T'(4) =2
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Note que
TAN-0)=X-TW)=X-7

S A-7eIm(T) O
Teorema 2.5. Sean (V,®,0) v (W,®,®) dos K-espacios vectoriales, T' : V. — W una
transformacion lineal, y 5 C V una base de V = T(8) = {T'(v) | ¥ € §} genera a Im(T)
Proof. Sea @ € Im(T) = 37 €V tal que T(V) =&

Comov €V ypPeshbasede V= 3v;,....,0; € By A, ..., \x € K tal que

Pero entonces @ es una combinacion lineal de elementos de T'(5)
. T(B) genera a Im(T") O

Teorema 2.6 (Teorema de la Dimensién). Sean (V,®,®) y (W, @, ®) dos K-espacios vecto-
riales, T': V' — W una transformacién lineal =

dimg (V') = dimg (ker(T")) + dimg (Im(T"))
Proof. Sea v = {71, ..., Uy } una base de ker(T), extendamos v a 3 = {01, ..., Uk, Uk+1, .- Un }
una base de V, esto por el Teorema 1.23. Veamos que T(S\ v) = {T(Uk+1), ..., T(Up)} es
base de Im(T).

Siw e Im(TI = 37 €V tal que T(¢) = & Note ahora que podemos expresar a ¥ como

n k n
T=Y X-T=> N+ Y, AT
i=1 i=1

b= i=k+1

k

k n n
1=1

i=k+1 i=1 i=k+1

=0w+ Y X-T(@)
i=k+1

2. T(B\7) genera a Im(T)
Ahora veamos que T(S\ ) es L.i.

Sea ngy1, -, Mn € K tal que
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6W: Z’I]JT(’U]>=>6W:T an.ﬁj
j=k+1 j=k+1

Notemos que Z;.L:k 41 Mj - Uj € ker(T) = es una combinacién lineal de elementos de v

= dag,...,a € K tal que

n k k n
oM T=) o=y G+ Y v =0y
=1 =1

j=k+1 j=k+1

Notemos ahora, que esta es una combinacion lineal de elementos de 8 que es igual a 0,
Como 3 es base Vj € {1,..,n} st.q.n; =a; =0

2. T(B\ ) es Li. y por ello es base de Im(T")
Se sigue entonces que dimg (V) = n, dimg (ker(T)) = k, y dimg(Im(T)) =n — k
sn=k+ (n—k)= dimg(V) = dimg (ker(T")) + dimg (Im(7")) O

Teorema 2.7. Sean (V,®,0) v (W,®,®) dos K-espacios vectoriales, T' : V' — W una
transformacion lineal = T es inyectiva < ker(T) = {0y}

Proof. < Supongamos que ker(T) = {0y }. Sean @, 7 € V tales que T(@) = T(%)

= i — ¥ € ker(T). Como supusimos que ker(T) = {0y} = & — 0= 0y = @ =7
. T es inyectiva ya que T(@) =T(0) = 4 =17
= Suongamos que T es inyectiva. Sea @ € ker(T')

= T(@) = Ow y T(Oy) = Ow = T(@) = T(0y) . Como T es inyectiva s.t.q. Oy = @

Teorema 2.8. Sean (V,®,®) y (W, ®, ®) dos K-espacios vectoriales de la misma dimg (V') =
dimg (W), T : V — W una transformacion lineal. Entonces, se cumple lo siguiente

1. T es inyectiva
2. T es suprayectiva
3. dimg (W) = dimg (Im(7"))

Proof. T es inyectiva < ker(T) = {0y} < dimg(ker(T)) = 0 < dimg(V) = dimg (Im(T"))
< dimg (W) = dimg (V) = dimg(Im(T)) < Im(T) = W < T es suprayectiva.

El peniltimo < sucede por Teorema 1.23 O

Corolario. Si dos funciones lineales T' y R coinciden en los elementos de una base = T = R
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Teorema 2.9. Sean (V,®,®) y (W, ®, ®) dos K-espacios vectoriales con dimg (V) = n < oo,
B = {v1,...,U,} una base de V, y Wy, ..., W, € W cualesquiera n vectores en W = 3 una
tnica transformacion lineal 7' : V' — W tal que

T(ﬁz) = 1171 Vie {17 ,n}

Proof. Sea ¥ € V' y note que § = {71, ...,T,} es base de V.= I A1, ..., \,, € K tales que

U= AU1 4 ... +AnUn

Definimos a T : V — W = T(¥) = My + ... + A\,
Veamos que T es lineal

Sean U, 7€ VyaeK=Ipu,....tin ¥y 11, ..., € K tales que

U= 101 + oo + Uy y Z=mu1 + ... + Nty
Note que
U+ Z=(a p1+m)v+ ...+ (@ pp+n0)th
=>T(a-ti+2)= (- p1 +n1)W + ... + (@ pon, + 1) W,
=W+ ... + @ Wy + MUy + .o F Ny,
= a(pth + oo+ ppWy) + T(2) = a-T(W) + T(Z) =
.. T es lineal

Note que es cierto que T'(¥;) = W;, ya que por como se definio 7', tomando A = 1 =

Finalmente, veamos que T es tnico. Supongamos, para generar una contradiccion, otra
transformacion lineal R : V' — W tal que R(¥;) = ;. Pero por el corolario del Teorema 2.8,
R=T O

Definicion 2.4 (Base Ordenada). Una base ordenada de un K-espacio vectorial (V, ®,®) es
una base que tiene un 6rden especifico.

Ejemplo 2.1. En V = R3, podemos tener las siguientes bases ordenadas

8 =1{(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)} ~={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

Cada una de ellas tiene un orden especifico.

¢ ={(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)} v =1{(3,0,0),(0,6,0), (0,0,4)}
También tienen un orden especifico

Notacion. A partir de este momento en el manual, todas las bases seran bases ordenadas
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2.2. Matriz Asociada

Definicion 2.5 (Vector Coordenado). Sean (V, ®,®) un K-espacio vectorial, 5§ = {1, ..., U, }
una base ordenada de V', y ¥ € V un elemento cualquiera.

El vector coordenado de v’ con respecto de la base 8 se define como

A1
[Wg=]:|€K"

An

donde Ay, ..., \,, € K son los esclares tales que v = 2?21 i - U

Definicién 2.6 (Matriz Asociada). Sean (V,®, ®), (W, ®, ®) dos K-espacios vectoriales, § =
{1, ..., Un}, v = {WW,..., 0, } bases ordenadas de V' y W respectivamente, y T : V. — W
una transformacion lineal.

La maatriz asociada a T con respecto a las bases 8 y = se define como

aip @2 - Qi ot Qln
a21 Qg2 -+ Q25 ot G2n

[T]g = ) ) ) ) _ ) € My xn
am1 Am2 - Gmj ° Amnp

donde a1, ..., am; € K son los tnicos esclares que existen Vj € {1,...,n} tales que T'(¢;)) =

2oimy @i Wi
Observacién. La j-ésima columna de [T} es el vector coordenado [T'(7;)] 4

Definicion 2.7 (Suma Directa). Seaa (V,®,®) un K-espacio vectorial con dimg(V) < ooy
W1, Wi < V. Diremos que V es suma directa de W7 y Ws si ocurre lo siguiente

Wi+Wy =V leﬂW2:6V

Notacion. Si V' es suma directa de Wy y Ws se denota V = Wy & Wy

Observacion. No hay que confundir la notaciéon de @ como suma directa, y como la suma
definida en un espacio vectorial. Cuando se vea en operaciones se tratara de la suma directa.

Todo espacio vectorial se puede escribir como la suma de dos subespacios.

Ejemplo 2.2. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial de dimg(V) < coy T : V — V una
transformacion lineal. Veamos que si 7% = (T o T) = T es idempotente

=V =ker(T) & Im(T)

Donde V es la suma directa del nucleo e imagen de T’
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Proof. Veamos que ker(T) N Im(T) = Oy

Sea ¥ € ker(T) NIm(T') = ¢ € ker(T)

Ahora veamos que si @ € ker(T) y 7€ Im(T) = VeV => =447
Seav€V.ComoT:V =V = T(v) € Im(T)
Sea W = ¥ — T'(?)

T(@) = T(5 — T(5)) = T(?) - T(¥) = Oy

.. W € ker(T') Pero note que ¢ = T'(¥) + w, lo que cumple lo que querfamos probar. O

Teorema 2.10. Sean (V,®,®) v (W, ®,®) K-espacios vectoriales. Si dimg (V) > dimg (W)
= T no puede ser inyectiva.

Proof. Supongamos, para generar una contradiccion, que dimg (V') > dimg(W) y que T es
suprayectiva. Note entonces que dimg (Im(7)) = dimg (W). Por el Teorema 2.6 s.t.q.

dimg (V') = dimg (Im(7)) + dimg (ker(7)) = dimg (W) + dimg (ker(7)) > dimg (W)
.. T no puede ser suprayectiva, ni inyectiva. O

Ejemplo 2.3. Sea V = M5(R) el espacio de las matrices 2 X 2, y W = P»(R), el espacio de
los polinomios con grado < 2 dos R-espacios vectoriales. Considere a T' : M2(R) — P5(R)
una transformacién lineal definida por

T(CCL Z) =(a+b)z®+(c—d)x+(a+b+c—dl

Y considere a las bases siguientes

g:{(é 8),(3 é)G é)(} })} y y={1,1+=z,1+z+2z%}

Veamos que T es lineal, propongamos ker(T") e Im(7T'), y obtengamos [T]g

5 by _ (a2 by
Proof. Sean A = (Cl d1> ,B = <02 d2>’ yAeR

_ a1 bl a9 bg _ )\(11 + as /\b1 + b2
TAA+B)=T (A (01 dl) - (CQ d2)> at ()\61 +c Adi+ d2>

= (/\a1 + a9+ A\by +b2)$2+ (/\(21 +co — A\dy —d2)$+/\a1 + a9+ Aby +ba+ Ay +co — Ad1 —da
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=\ [(al + b1>$2 + (01 — dl)l‘ + a1 +b1+c1 — dl} +(a2+b2)$2+(Cg—d2)$+a2+b2+02—dg

a1 b az by\
A-T(Cl d1>+T<C2 d2> — \-T(A) + T(B)

~T(A-A+B)=\-T(A)+T(B)

a b a b
Ahora, sea <c d> € M>(R). Queremos T' (c d) =0

= (a+b)r®* +(c—dr+(a+b+c—d) =0

Por lo que se se tiene lo siguiente
a+b=0 c—d=0 a+b+c—d=0

Esto implica que b = —a y que ¢ = d. Podemos deducir que el nicleo es

ker(T) = {(Cc‘ _C“> la,ce R}

Una base de ker(T') es la siguiente, y notemos que tiene dimg(ker(7)) = 2

{6

Ahora, por el Teorema 2.6 sabemos que dimg (M3(R)) = 4 = dimp(ker(T)) + dimg (Im (7).
Como dimpg(ker(7T)) = 2 = dimg(Im(7T")) = 2

Aplicando T a (3 la base de la imagen obtenemos lo siguiente

1 0\ _ o 1 1\ o
T<0 O)—x +1 T(O 0)—217 + 2
S I 1 1\ o
T<1 0>2x +z+3 T<1 2)2:v + 2

v ={2®+1,22% + = + 3}

Y esta es una base de la Im(7") con dimg (Im(7)) = 2

= Im(T) = ()

Finalmente, obtengamos la matriz asociada [17;
Sea f(x) = pz® +qz +¢
pr® +qr +&=21) + p(l + ) +n(l +z + %)

De esta ecuacion es que sacaremos el vector coordenado [pz? +qz +¢&],, expresaremos A, 1,7
los escalares de la combinacion lineal en terminos de p, g, &
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=pr’+gz+&=n®+(n+pzr+H+upt+)
Por lo que se se tiene lo siguiente

n=p q=ntp=>p=q-p Atntp==A=8—¢

—q
—-p
p

A=¢
[pz® +qz + &y = [n=4q
77:

Se usan estos escalares con los polinomios obtenidos al aplicar la transformacion lineal a g

1 2 2 2
-1 -2 -1 =2
1 2 2 2

775

Notacion. Sean (V,®,0) y (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales.

LV, W)={T:V — W | T es transformacion lineal }

Definicion 2.8. Sean T, R € Z(V,W) y XA € K. Definamos a

(T+R):V — W como (T + r)(0) = T(V) + R(?)
(ANT): V = W por (A-T)(¥) = \-T(?)
a la suma de transformaciones lineales y producto por escalar de transformaciones lineales.

Teorema 2.11. Sean (V,®,0) v (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales = s.t.q.
1.VI,Re Z(V,W)=T+Rec L(V,W)

2. VT e L(VW)yVAeK=A-Te Z(V,W)

Proof. 1. SeanT,Re ¥, neK, y v,id €V elementos arbitrarios

Veamos que (T + R)(ni + v) = n(T + R)(4@) + (T + R)(7)

Por la Definicion 2.8, sabemos que

(T + R)(ni + ¥) = T(nd + ¥) + R(nd + 9)

Y como T, R € Z(V,W) son lineales

nT (@) + T (V) + nR(@) + R(0) = n(T(@) + R(@)) + T (V) + R(V)
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Una vez mas, por Definicién 2.8 s.t.q. que lo anterior es n(T + R) (%) + (T + R)(?)
2. Sean T € L(V,W), \,n € K, y U,4d € V cualesquiera

Veamos que (A - T)(ni + ) = n(A-T) (@) + (A - T) (V)

A-T)mi + V) = X-T(nid + 0)

Como T € Z(V,W) es lineal

AT+ 0)=X-n-T@) +T@) =n\-T)(@)+ (A T)(®)

.. las operaciones de la Definicion 2.8 son lineales. O

Teorema 2.12. Sean (V,®,0) y (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales, 8 = {01, ...,0,}, ¥
v = {h, ..., W, } bases de V' y W respectivamente =

1. [T+ R]; = [T]; + [R]}

2. [A-T1p =X [T}

Proof. 1. Sean a;; y b;; las j-ésimas columnas de las matrices [T} y [R]}, donde i =
{1,2,...,m} y j={1,2,...,n}. Entonces V¥; € /3 se tiene que

m
T(7;) = Zaijwi y R(v;) = Z bijws
=1 =1
= (T + R)(#) = ) _(aij + bsy)d;

i=1

= ([T + Rl})ij = aij + bij = ([T1} + [R]})y

2. Sea ([T]’ﬁy)” = Aij
m
= T(v;) = Y Ayjw;
=1
= AT(¥) = Y _ Mj;w; donde A € K
=1
Esto implica que (A[T]})i; = AAy;
- AT} = AT O

Teorema 2.13. Sean (V,®,0), (W,®,0) v (Z,®,0®) tres K-espacios vectoriales, y sean
T:V =Wy R:W — Z transformaciones lineales. Entonces RT : V — Z es lineal.

Proof. Sean ¥, € V y A € K. Se sigue entonces que

(RT)(X + i) = R(T(M + @) = R(AT(¥) + T(if))
(RT)(V) + (RT)(d)

Il
>
=
S~
=
+
=
=
5/1
Il
>
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| - BRT:V - Z eslineal 0

Teorema 2.14. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial, y T, R, S € Z(V,V) = L (V,V) =
1. T(R+S)=TR+TSy (R+S)T =RT+ ST
2. T(RS) = (TR)S
3. TI1=1T=T
4. YA €K = MRS) = (AR)S = R(\S)
Proof. Sea 7 € V.

1. Se sigue que [T(R + 5)](¢) = T[(R + S)(¥)]. Por las operaciones definidas para el
espacio .Z(V'), sabemos que

T[R(V)+ S(¥)] = T(R(0)) + T(S(@)) =TR+TS
La demostracion para (R + S)T = RT + ST resulta ser sencilla.
2. Note que

[T(RS)](9) = T[(RS)(9)] = T[R(S(9))] = TR[S(7)] = [(TR)S)(?)

. T(RS) = (TR)S.

3. Note que

4. Se tiene que
[A(RS)](7) = A(RS)(7)] = A[R(S(7))] = (AR)[S(7)]
Lo que implica que A(RS) = (AR)S, sin embargo, es evidente que

[R(AS)](9) = RIAS(V)] = (AR)[S(7)]

“ MRS) = (AR)S = R(\S)

.. es verdadero el Teorema 2.1 O

Definiciéon 2.9 (Multiplicacién de matrices). Sean M, (K) y My, (K) los espacios vec-
toriales de las matrices con dimensién m X n y n X p con entradas del campo K. Sea
A S men(K) y B € MNXPGK)

Definimos el producto de A y B, denotado como AB, donde AB € M,,,(K), como la
operacion

(AB);; =) AuBy,
k=1

donde i = {1,2,....m} y p={1,2,...,p}

Note que la entrada (AB);; es la suma de los productos de la i-ésima fila de la matriz A y
la j-ésima columna de la matriz B.
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Notacion. El uso de las negritas en mayusculas se usara para denotar matrices.

Teorema 2.15. Sean (V,®,0), (W, ®,0) y (Z,®, ®) tres K-espacios vectoriales, finitamente
generados, con sus respectivas bases ordenadas o = {¥1, ¥a, ..., U, }, 8 = {W, Wa, ..., W} y
vy=A{%1,%,....,%}. Sean T : V — W y R: W — Z dos transformaciones lineales =

[RT), = [R3[TIZ

Proof. Sean A = [R]) y B = [T)2. Considere la matriz C = AB = [RT]?. Entonces, para
j=11,2,...,n} tenemos

(RT)(0) = R(T(%;)) = R | Y _ Byt | = > _ By R(i)
k=1 k=1

m p

m p
= By | D Auz | =D [ D AuBy | =) CyZ
k=1 i=1

i=1 \ k=1 i=1

O

Sea (V,®,®) un K-espacios vectorial, finitamente generado, sea 8 una base or-
denada de dicho espacio. Sean T, R € (V) = [RT], = [R]}[T5.

Definicién 2.10 (Delta de Kronecker). Definimos a la delta de Kronecker

lsii=7j
dij = L
0sii#j
La matriz I,, € M,,(R) es una matriz de con dimensiéon n x n cuyas entradas siguen la regla

(In)iz = bij.
Teorema 2.16. Sean A € M,,,x»n(K) y B € M,«p(K). Vj € (1 <j < p), sean u; y v; las
j-ésimas columnas de AB y B, respectivamente. Entonces

1. u; = A’Uj.

2. v; = Bej, donde e; es el j-ésimo vector estdndar de KP.

Proof. 1. Se tiene que

> AuBy;
(AB)y; i By
(AB)2; A2 By B,
’LLj = . = k=1 = A . = AUj
(AB) n ' B.;
kzl A, By

n
2. Tenemos que Be; € K™, y sabemos que (Be;); = > Bi(e;); = B;j, dado que
k=1

(ej)i =1 solo cuando ¢ = j, de otro modo (e;); = 0.
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I .. es verdadero el Teorema 2.16 O

Teorema 2.17. Sea (V,®,®), (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales, finitamente generados,
con bases ordenadas [ y 7y respectivamente, y sea T : V' — W una transformacion = Vv € V
s.t.q.

[T(@))y = [T]5[0]s

—

Proof. Sea v € V f.p.a, definimos f : K — V con la regla de correspondencia f(\) = A0y
g : K — W con la regla de correspondencia g(A) = AT (¥), donde A € K.

Sea a = {1} la base canoénica, y ordenada, de K. Note usted entonces que g = T'f. Usando
el Teorema 2.15 obtenemos

[T(@@)y = 9]y = 9l = [T = [TI3IA1a = [T (V)]s = [T13[7)s

Definicién 2.11 (Multiplicacién por la lzquierda). Sea A € M, (K). Definimos La como
la funcién La : K® — K™ definida por La (%) = AZV Z € K”. Denotamos La como la
multiplicacion por izquierda de la transformacion.

Teorema 2.18. Sea A € M,,,«,,(K). Entonces La : K™ — K™ es una transformacion lineal.
Mas atn, si B € M, «»(K) y 8 y v son las bases canonicas, y ordenadas, de K" y K™,
respectivamente, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

L [Laly = A.
2. Ln=Lp < A =B.
3. VAeK=Lais=La+ Ly Lxa=ALA.
4. SiT: K" — K™ es lineal = 3C € My,x,(K) tal que T' = Lc, més atin C = [T]}.
5. S1E € M, «p(K) = Lag = LaLg.
6. Sim=n= L, =Ipn
Proof. Veamos que se cumplen todos los incisos

1. La j-ésima columna de la matriz [La]} es igual a La(e;). Sin embargo, note que
La(e;) = Aej, lo que implica que e; también es la j-ésima columna de A

[LATBY =A.

2. Por el inciso anterior, podemos entonces decir que [La]) = Ay [Lg]; =B = A =B.
El regreso es trivial.

3. Ya demostramos que [LA]g = Byque Ly = Lgp & A = B =, por lo primero,
sabemos que
[L/\A—i-B]g =) +B

Ademas
[AA +BJ} = A[Lalj + [Le]; = \A +B

Del segundo inciso
LyaiB=ALa +Ln
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4. Sea C = [T1}. Por el Teorema 2.17 tenemos que [T'()], = [T]}[t]5. O también que
T(¥) = C¥ = Lc(¥) VU € K. La unicidad de C se sigue del segundo inciso.

5. Vj €1,2,...,p, usamos el Teorema 2.3 varias veces para notar que (AE),; es la j-ésima
columna de AE y que esta es igual a A(E,). Entonces (AE)., = A(E;) =

Law(ej) = (AE)e; = A(E,;) = La(Ec; = La(Lg(e)))

.. Lag = LaLg por el Teorema 2.9.
6. V& € K" tenemos que Ly, (Z) =1,(%) =&

*. se cumplen todos los enunciados de Teorema 2.18 O

2.3. Invertibilidad

Definicion 2.12 (Invertible). Sean (V,®,®) y (W,®,®) dos K-espacios vectoriales, y T :
V — W una trasnformacion lineal. Se dice que T es invertible si 371 : W — V tal que

T7'T: V-V y TT YW W
(T7'T)(0) =3VTeV y (TT ') (&) =0V weW
Es decir que T7'T =1dy y TT~ ! = Idw

Definicion 2.13 (Matriz Inversa ). Sea A € M,,(K) = A es invertible si 3B € M, (K) tal
que AB = BA =1,,. La matriz B se llama la inversa de A y se denota como A",

Lema 2.1. Si T : V — W es invertible = V es de dimension finita < W es de dimension
finita. En este caso dimg (V) = dimg (W)

—

Proof. = Suponga que V es de dimension finita, y sea 8 = {04, 0s, ..., ¥, } una base orde-
nada de V. Por el Teorema 2.5 sabemos que (T'(8)) = Im(T) = W, por lo tanto (por el
Teorema 1.18) dimg (W) < oo.

< Si dimg (W) < oo, entonces la prueba es andloga a la ida, solo que utilizando T~ con
una base de W. Suponga que V' y W son de dimension finita, como 7' es invertible (T es
inyectiva y sobreyectiva), entonces

dimg (ker(7)) =0 y dimg(Im(7)) = dimg (W)

Por el Teorema 2.6 se sigue entonces que dimg (V) = dimg (W). O

Teorema 2.19. SiT : V — W es un transformacion lineal, 8 = {1, ..., U, }, v = {1, ..., W0, }
bases de V' y W respectivamente = T es invertible < [T} es invertible. Més atin

como se define en Definicién 2.6
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Proof. = Supongamos que T es invertible. Por el Lema 2.1, tenemos que dimg (V) =
dimg (W). Sea n = dimg(V) = dimg(W). Se sigue entonces que [T]; € M, (K). Por la
Definicién 2.12 sabemos que 77! = Iy y T T =1y =

I, =[lvlg = [T7'T]s = [T3(T]

Note, también, que

Esto implica, por la Definicién 2.13, que [T]} es invertible y que [T—1]5 = ([T]})~".

< Supongamos que A = [T]g es invertible = 3B € M, (K) tal que AB = BA =1,,. Por
el Teorema 2.9 IR € LZ(W,V) tal que Vj = {1,2,...,n}

R(@;) =Y By,
=1

Donde v = {w, W, ..., W, } y B = {th, Vs, ..., U }. Esto implica que B = [R]f Note usted,
por el Teorema 2.15 que

[RT)s = [RIS[T]} =BA =1, = Iy

%
y que
[TR], = [TI}[R]; = AB =1, = [ly],
. R=T71 dado que se cumple RT =1y, y TR = Iy. O

Sea V un espacio vectorial, finitamente generado, sobre un campo K, con una
base ordenada (5, y sea T : V. — V una transformacion lineal. Entonces T es invertible

& [T es invertible. Mas atn, [Tz = ([T]B)_l

Suponga que V =W y 8 = ~, entonces la prueba es obvia dado el Teorema 2.19. [J

Sea B € M, (K) = B es invertible < La es invertible. Mas atin, Ly -1 = (La)~!.

Dado el corolario anterior, si se toma V = K", se sigue del Teorema 2.19. O

Teorema 2.20. Sean A, B € M,,(K) matrices invertibles = AB es invertible y (AB) ™! =
B'ATL

Proof. Como A y B son invertibles 3A™! y B™! tales que
AAt=A"1A=T, y BB !=B'B=1,
= (B 'AHAB)=B'A'AB=B ', B=B 'B=1,

= (AB)B'A™H)=ABB 'A'=AT'LA=AT'A=1,

L (BT'ATH(AB)=(AB)(B'ATH =1, O

Teorema 2.21. Sean A, B, O € M, (K) = se cumple lo siguiente

1. Si A2 = O = A no es invertible.
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2.3. INVERTIBILIDAD CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES LINEALES

2. Si AB = O y B es una matriz con entradas distintas de cero, A no puede ser
invertible.

Proof. 1. Suponga que A es invertible = A~ ' talque A’A~' = 0A ™' = A(AA™!) =
O = A = 0, lo que contradice que O no es invertible

.. A no es invertible.

2. Suponga que A es inveritble = JA ' talque B= (A"'A)B=A"'(AB) = A"'0 =
O, lo que contradice la hipdtesis de que B es una matriz con entradas distintas al
cero

.. A no es invertible.

.. se cumple el Teorema 2.21 O

Ejemplo 2.4. Tomemos los espacios vectoriales
V =R? y W =Pi[R] = {az +b| a,b € R}
Con las bases correspondientes
g =A{(1,0),(0,1)} v={1,2}
Tomemos la transformacion lineal

T(p,q) = (p+2q)x + 3p

Veamos que T es invertible.

3 0
v _
Proof. Note que [T]} = [1 2]

Esto porque T(0,1) =2z y T(1,0) =z + 3

3.0[1 0 1 2|01 1 2]0 1
1 2|0 1 30010 0 —6|1 -3
1 2/0 1 1 0] 3 O
I R R

30 a_ |5 0 -11?
m=a=[] gear=|5 =[]
R -3 3 .

T~ az +b) = aT ™} (z) + bT (1) = a (07 ;) ’ <;” _(13>

T~ (ax +b) = (g % —g) = T(p,q) = (p+2q)x +3p
(T'T)(p,q) =T (T (p,q)) =T ((p+ 2¢)z + 3p)

_ (;[3])],;[])4-2(]] _ é[3p]) — (p,q)
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2.4. Isomorfismos

Definicién 2.14 (Isomorfismo). Sean (V,®,®) y (W, ®, ®) dos K-espacios vectoriales. Deci-
mos que V es isomorfo a W si existe una ytransformacion lineal invertible 7' : V' — W. En
este caso a T se le llama isomorfismo

Notacion. En este caso, decimos que V' es isomorfo a W, y se denota Va W = W = V

Teorema 2.22. Sean (V,®,0) v (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales de dimension finita
=VaW & dimg(V) = dimg(W)

Proof. = Supongamos que V.~ W = 3T :V — W invertible. Por Lema 2.1

< Supongamos que dimg (V) = dimg (W) = sean 8 = {¥1,..,0,} y v = {1, .., W, } bases
de VyW

Por el Teorema 2.9 3 una tdnica transformacién lineal T': V' — W tal que
T(ﬁz) =w; Vi€ {1, oag n}

Veamos que T es un isomorfismo. Basta ver que T es suprayectiva.

Sea @ € W. Como v es base de W I Ay, ..., A, € K tales que

== T()\1171 + ...+ )\nﬁn)

Asi, T es suprayectiva = T es biyectiva, ya que dimg (V) = dimg(W) = T es invertible
= T es un isomorfismo. O

Sea (V,®, ®) un K-espacio vectorial = V ~ K" < dimg(V) =n
Sea W = K" = dimg (W) = n. Por el Teorema 2.22 dimg (V) =n O
Teorema 2.23. Sean (V,®,®) v (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales con dimg (V) =n y

dimg (W) = m, con = {th,.., 0} y v = {Wh,..,0,} bases de V y W respectivamente =
la funcion ® : L(V, W) — M, x»(K) dada por

es un isomorfismo

Proof. Recordemos que L(V,W) ={T :V — W | T es lineal } tiene definida la operacion
de suma y de multiplicacién por escalares.

Para ver que ® es isomorfismo veamos
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2.4. ISOMORFISMOS CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES LINEALES

1. ® es lineal. Sean T, R € LIV, W)y A e K

BT + R) = AT + R]} = A[T]} + [R]} = A®(T) + B(R)

2. @ es biyectiva. Sea A € M, xn(K). Veamos que 37T € L(V, W) tal que ®(T) = A

a1 a2 o Q1 v Qin

a21 Qg2 -+ Ag; -t G2p
A=

aml Am2 **° Amj - Omn

Sea 2_’} = er;l aiju_fi S W, v‘] € {1, ,TL}
Por el Teorema 2.9 3 una tnica transformacion lineal T': V' — W tal que
T(v;)=2;Vje{l,.,n}

Como [Tz =A=&(T)=[T];=A

.. ® es un isomorfismo O

Corolario. Sean (V,®,0) y (W,®,®) dos K-espacios vectoriales, finitamente generados,
donde dimg (V) = n y dimg(W) = m = dimg(Z(V,W)) =m-n < oo

Proof. Se sigue del Teorema 2.23, al ver que ® es un isomorfismom y del Teorema 2.22,
por el hecho de que un isomorfismo implica la igualdad de dimensiones entre el dominio y
codominio de la transformacion. O

Teorema 2.24. Sean (V,®,®) v (W,®,®) dos K-espacios vectoriales, finitamente gene-
rados, T' : V' — W una transformacion lineal y 8 una base ordenada de V = T es un
isomorfismo < T'(3) es una base de W.

Proof. = Sea 8 = {0y, ¥, ..., U }. Como T es sobreyectiva, s.t.q (T'(8)) = W. Como T es

—

inyectiva ker(7T') = {0y}, como Oy €V = 3 A1, Ao, ..., \n € K tales que

n
Oy = E iU
=

donde \i =X =...=)\,=0=

2. T(B) es L.

< Sea T'(8) base de W = W =1Im(T') = T es sobreyectiva = T es inyectiva.

.. T es un isomorfismo O
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Teorema 2.25. Sean (V,®,0) v (W, ®,®) dos K-espacios vectoriales, finitamente genera-
dos, T': V. — W un isomorfismo y Z < V un subespacio =

1. T(Z) <W
2. dimg(Z) = dimg(T(2))
Proof. Veamos que se cumplen ambos inciso
1. Sean wh,wy € T(Z) = 301,02 € Z tales que T(0;) = Wy y T(02) = Wy =

T(0h + V) = T(0h) + T(02) = W + @ € T(Z)
Ahora, para A € K, tenemos que

X, € Z = T(\oy) = NT(6,) = Moy € T(Z)

Por dltimo, como Z <V = 0y € Z = T(0y) =0, € T(Z)
~T(Z)<wW
2. Sea T' : Z — W una transformacion lineal definida como T7(¥) = T(¥)Vi € Z = T’

es inyectiva, dado que ker(T) = {0y} y Oy = 0z € ZNV = T’ es un isomorfismo
(por Teorema de equivalencia demostrado en clase), mas atn, por el Teorema 2.6

dimg (Z) = dimg (Im(T")) = dimg(7T(2))
.. el Teorema 2.25 es cierto. O

Definicion 2.15 (Representaciéon Estandar). Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial, donde
dimg (V) = n, y sea 8 una base ordenada. Denotamos a la funcion ®g : V. — K" defi-
nida mediante la regla de correspondencia

®5(0) = [U]g

Vv € V, como la representacion estandar de V' con respecto a 3

Teorema 2.26. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial, finitamente generado, con una base
ordenada 3 = ®3 es un isomorfismo.
Proof. Para ver que ®4 es isomorfismo veamos

1. @3 es lineal.

Sean #,Z € V,y 8= {01,02,...,;Un} = T A1, A0, e, A\n ¥ 11, 12, ..y iy € K tales que

n n
u:E Al y Z= E 143U
=1 i=1
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Sea n € K, sabemos que 4 + nz € V, lo que implica que

n
T+nZ=Y_ N +npsti = (A + nps) T
=

Se sigue entonces que

A1+ np A1 H1
o A2 + npia A2 M2 . .
Qg (i +nZ) = : =|.|+n]|.|=2sa)+n2s(2)

.. ®3 es una transformacién lineal.

2. @4 es biyectiva. Sea v € V. Si

sabemos que

n
U= E 07; = Oy
i=1

)

= ®p es inyectiva. Ademas para toda

donde K1, K2, ..., kn, € K, tenemos que

n
U= E I{i’Ui
i=1

estd asociada a ella.

.. ®3 es un isomorfismo O

2.5. Matriz de Cambio de Base

Teorema 2.27. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial, finitamente generado, con 8y 8’ dos
bases ordenadas, y sea Q = [Iv]g, = se cumplen las siguientes proposiciones

1. Q es invertible.
2. VU €V se tiene que [0 = Q[v]p

Proof. Veamos que se cumplen ambas condiciones
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1. Sabemos que Iy es invertible, =, por el Teorema 2.19, sabemos que Q es invertible.

2. Sea v € V f.p.a = por el Teorema 2.17

015 = v (9)]s = Iv]5 [0 = Q[0]s

.. se cumple el Teorema 2.27 0
Notacion. A Q le llamaremos matriz de cambio de base.

Definicion 2.16 (Operador Lineal). A las transformaciones lineal T : V' — V se les denota
como operador lineal sobre V.

Teorema 2.28. Sean (V,®, ®) un K-espacio vectorial, finitamente generado, T un operador
lineal sobre V', y 8y B’ bases ordenadas de V. Suponga que Q es la matriz de cambio de
base de 3’ a 3, entonces

[Tls = Q7'[T15Q

Proof. Sea I la transformacion identidad en V = T = IT = T1, por el Teorema 2.14 =

Q[T)s = 5115 = IT15, = [T15, = [T]

T
=
T
I
=

o
o

L [T)p = Q7 '[T]5Q. O

Sea A € My,xn(K), y sea v una base ordenada de K" = [Lal, = Q 'AQ,
donde Q € M, (K) y la j-ésima columna de Q es el j-ésimo vector de ~.

Definicién 2.17 (Matriz Similar). Sean A, B € M,,(K). Decimos que B es similar a A si
3Q € M,(K) tal que B = Q 'AQ.
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Capitulo 3

Productos Interiores

3.1. Definicién y Ejemplos
Definicion 3.1 (Producto Interior). Sean (V, @, ®) un K-espacio vectorial. Un producto in-
terior en V es una funcion (, ) : V x V — K que satisface lo siguiente

1. V4,u,wW eV = (4 + 9,%) = (4,W) + (7, D)

2. VT, Z€V yVYAeK= (M, = \a, o)

3. V¥,4 €V = (v,4d) = (v,4) donde - es el conjugado complejo

4. YT eV = (4,d) >0sid#0

Notacion. En este capitulo, el campo K solo puede ser R o C

Un producto interior es lineal en la primer entrada
n n
<Z )\ﬁz‘ﬂf}'> =" i (#;, D)
i=1 i=1

Observacion. Sea z,w € Cy a,b € Rdonde z =a+iby z=a—1ib =

l. z4+w=ZzZ+4+w

2. Z-w=Z-w

3. (%)=2

4. z-z2=2]" =a® + b2

Ejemplo 3.1. Sea V =C" y 4,0 € C"

En este caso @ = (u1,ug, ..., Up), ¥ = (v1, V2, ...,0,) con u;,v; € CVi € {1,...,n}

—~

\.Ql

8
I

n
(U1, U2y ooy U, (U1, V2, .oy Uy)) = Zuﬁi
=1l
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3.1. DEFINICION Y EJEMPLOS CAPITULO 3. PRODUCTOS INTERIORES

Ejemplo 3.2. Sen a,b € R con a < b. Definimos

C([a,b]) :=={f : [a,b] = R | f es continua }

Es conocido que C([a,b]) es un R-espacio vectorial. Méas atn, si f,g € C([a,b]) = fg :
[a,b] — R definida por

(f9)(z) = f(z)g(x)

con £ € X es también una funcién continua. También es bien conocido que C([a,b]) C
R([a, b)), es decir, toda funcion continua f : [a,b] — R es Riemann integrable

Bajo estas condiciones, veamos que la funcién

(,):C([a,b]) x C([a,b]) = R

definida por

b
(t9) = [ @gle)do

es un producto interior

Proof. 1. Sea f,g € C([a,b]) arbitrarios

b b
= (f,9) = / f(2)g(z) do = / o) f(x) dz = (g, )

2. Sean f,g,h € C([a,b]) cualesquiera funciones

b b
= (f+g,h) = / (f(2) + 9())h(z) de = / F(@)h(z) + 9(@)h(z) de

b b
— [ f@hie)dz+ [ gan(o)do = (1.1 + (o,
3. Sean f,g € C([a,b]) y A € R arbitrarios

b b b
= (Afg) = / () (@)h(z) dz = / A (@)h(z)) d = A / F(@)h(z) dz = M, g)

4. Sea f € C([a,b]) arbitrario. Debido a que f?: [a,b] — R es continuay Vx € [a,b] =
f?(x) > 0. Asi, como la funcién es una funcional lineal no negativa

b b
<f,f>=/ fz(x)dx>/ 0dr =0
a a
Ahora, notemos que

b R
. f) :0@/ |f(2)]” de = 0 P CLEICD ) 1(2))2 = 0 en [a, 8] & f(z) =0

*.(, ) es un producto interior en C([a, b]) O
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Teorema 3.1. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial = Vu,0,w € V y V) € K s.t.q.

Proof. 1. Tenemos que

2. Note que

Y, de manera anéloga

(0,@) = {@,0) = 0

4. < Por el tercer inciso, note que si @ =0 = (0,0) =0
= Suponga que @ # 0 = (4, @) > 0.

5. Note que

Y, también

@—W,T—W)=0=0T—-—0=0=0=1d.
.. se cumple el Teorema 3.1 O
Definiciéon 3.2 (Norma). Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial. Una norma en V es una
funcién [|-|| : V' — R que tiene las siguientes propiedades
(N1) Vz eV =|z|| 20
(Ns) ||lz|| = 0 < = = 0, donde 0 es el neutro aditivo de V'
(N3) Vo e VyVAeK= [Az]| = [Alllz]
(Vo) Vz,y € V= [lz +yl < [l + [lyll

Teorema 3.2 (Desigualdad de Cauchy - Schwarz). Sea (V,(, )) un espacio con producto
interior, = Vz,y € V s.t.q.
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|<5L‘,y>| < V <5L‘,$> "V <y7y>

Proof. Sean x,y € V Para y tomamos los siguientes casos

1. y=6

En este caso, se cumple la desigualdad.

2. y#0

Resolvamos para A la siguiente ecuacion

(x—Ay,\y) =0

Note que

(= Ay, Ay) =0 & (2, \y) — (A\y, Ay) =0
& Mz, y) — Xy, y) =0 Mz, y) — My, )] =0

Debido a que A # 0 s.t.q

Ao = (z,y)

(yy) €S una solucién no cero de lo anterior.
,

Observe que la funcién f : R — R dada por

f) =(z—Ay,z—Ay) >0

Sustituyendo a A\g en f(A) s.t.q. f(Ag) =0
Note ahora que

0< f(Xo) = (z — Aoy, T — Aoy) = (z,2) + (x, = Aoy) + (= Aoy, @) + (= Aoy, —Aoy)

— (2,3) = Dho(o1) + M) = (.0 - 22D ) + i zi W)
N S ) SR C Y&
277 2<y,y> ) (@) (y,y)
=+ £ < (0.0) % @) < o)
= |(z,y)| < V{(z,z) - (v, )
.. el Teorema 3.2 es cierto. 0
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Teorema 3.3 (Desigualdad de Minkowski). Sea (V,(, )) un espacio con producto interior,
=Vaz,yeV stq.

Vig+y,z+y) < Vi) + V()

Proof. Sean z,y € V cualesquiera elementos. Note que

VEtgo+9) < Vo + Vi e @ty +y) < Vo) + V)
& (z,x) + 2(z,y) + (y,y) < (z,2) + 20/, z) - /(¥ 9) + (¥, )
<l‘,y> < V <J3,JZ> Y, <y7y>

= para probar Teorema 3.3 basta probar (z,y) < /(z,z) - \/(y,y)

Notemos que
(x,y) < |(z,9)]|

Por el Teorema 3.2 s.t.q.

|<xay>|< v(x,x)-v<y,y>:><x,y>< \/<1‘,JI>' <y7y>

O

Definicién 3.3. Sea (V,(, )) un espacio con producto interior. Definimos a la norma de
x € V como el nimero € R tal que

2] = v/ (z,z)

Note que ||-|] : V — R es una funcion.

Teorema 3.4. Sea (V,(, )) es un espacio vectorial real con producto interior = la norma
definida en la Definicién 3.3 es una norma en V.

Proof. (N1) Si z € V es un elemento arbitrario = (x,z) > 0. Asi que ||z| = /{(z,z) >0

(N2) Debido aque Vo € V = (z,2) =0« x =0, podemos concluir que Vz € V = |jz| =
0 < a2 = 0 puesto que

(x,2) =0 (z,2) =0=|z]| =0 2=0

(N3) Supongamos que x € V y A € R arbitrarios = usando propiedades de (, ) s.t.q.

Iz = vz, 2z) = Xz, Aa) = VAQw, 7) = VA2V (2, ) = )NV (2, @) = |N||z]

(N4) Sean z,y € V arbitrarios. Por el Teorema 3.3 s.t.q.

Vie+y,z+y) <Viz o)+ (y,y)

Es decir
lz+yll < llzll + [yl
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Definicion 3.4. Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial. con producto interior. Se dice que
i, € V son ortogonales (o perpendiculares) si (@, 0) = 0 = @_L¥.

Se dice que S C V es un conjunto ortogonal si V4, v € S = 417,

Se dice que @ € V' es un vector unitario si ||@]| = 1.

Se dice que S C V es un ortonormal si S es ortogonal y Vi € V = ||u| = 1.

3.2. Proceso de Gram-Schmidt

Definicion 3.5 (Base Ortonormal). Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial con productor in-
terior. Se dice que f C V es una base ortonormal de V si es una base ordenada y es
ortonormal.

Teorema 3.5. Sea (V, ®, ®) un K-espacio vectorial con productor interior, S = {1, ¥, ..., Uk }
un conjunto ortogonal donde @; #0y @ € V. Si @ € (S) =

a=y &2y,

el G

Proof. Como @ € (S) 3 A1, Ag, ..., Ak € K tales que @ = Y2 | \i#i. Sea j € {1,2,..., k}

k
= (4, 0;) = <Z )\iﬁi,ﬁj> = Z i (U5, U5) = A;(U;,7;) dado que S es ortogonal.

—

Si S = {vh, Vs, ..., Uk} es un conjunto ortonormal = @ = > (@, U;)T;.
i=1

Sea (V,®,®) un K-espacio vectorial con producto interior, y sea S C V un
cojunto ortogonal donde todos los vectores son distintos de cero = S es un cojunto 1.i.

Teorema 3.6 (Gram-Schmidt). Sea (V, @, ®) un K-espacio vectorial con producto interior, y
sea S CV = {w,wWs, ..., W, } un conjunto Li. Definimos S’ = {¥}, ¥, ..., U, } donde v = @
y

n—-1, 5
L (W, 5) _,
Un = Wn — ~ 0 Vi
Tl

%

Vn e {2,3,...,n} = S es un conjunto ortogonal de vectores distintos al cero tales que
(8" =(8).

Proof. Por induccién sobre n
1. Sin=1=S={}=45.

2. Supongamos el resultado cierto para n — 1.

51



3.2. PROCESO DE GRAM-SCHMIDT CAPITULO 3. PRODUCTOS INTERIORES

3. Veamos que S/, no contiene al cero, S/, es ortogonal y (S/) = (Sp).

Sea S, = {W,Ws,...,W,} un conjunto li. y sea S, = {¥y,s,...,U,} como en el
Teorema 3.6. Suponga que 0 € S!. Como Sp,_1 = {W,Ws, ..., W1} es Li. y tiene
n — 1 vectores = S!,_; = {01,7a, ..., Up—1} s un conjunto ortogonal que no contiene
al cero, y ademas, (S/,_;) = (S,_1). Sabemos que 0 € S’ y 0 ¢ S |, = 7, =0

n—1

(i, T5) i Bns i) 5 € (Sh_1) = (Sos)

= |5l = el

M

<

Lo que es una contradiccion, porque S, ya no serfa un conjunto 1.i = 0 ¢ S/,.

Ahora, Sea i € {1,2,...,n — 1}

— nfl
= wnav] wnav]
= <Un5vl = < E Javz wnavz g ’U],’UZ>

=l =l

Como S'n — 1 es ortogonal se tiene que (Uj, U)#£0&j=1

(B, 50) — B0 iy — (a3, 1y — LT 2

:><77n761>: Wnp, Vi) — ) i, Vi) = n, Vi) — )
dl 15

Esto implica que S, es ortogonal.
Finalmente, Sabemos que
Uy = Wy, + Z donde Z € (S,,_1) = (S,,_1)

= Ty € (Sp) = S, C{(Sn) = (S.,) C (Sn)

También, note usted que
Wy = Uy — 2

= Wn € (S,,) = Sn C (S;,) = (Sn) S (Sy)
Por la doble contencion (S]) C (S,) y (Sn) C (Sh) = (SI) = (Sn)

*. se cumple el Teorema 3.6 O
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